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Avertissement

Le cours deStabilité stellaires’inscrit dans le group&toilesdes cours organisés a I'lInstitut
d’Astrophysique et de Géophysique de I'Université de Liege dans le cadre du D.E.A. en As-
trophysique, Géophysique et Physique Spatiale. Les présentes notes constituent le support du
cours dispensé oralement et n'ont pas la prétention de couvrir le sujet de fagcon exhaustive et
n’incluent pas les exercices des répétitions. Il est recommandé aux étudiants intéresseés par la
stabilité stellaire de suivre également le courBwdblution des étoiled_es connaissances ac-
quises en stabilité sont indispensables a I'étude AlstérosismologieEnfin, le cours sur les

Etoiles variablesonstitue un complément fort utile.
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Chapitre 1

Introduction

Souvent lorsqu’on étudie un systéme physique, l'intérét se porte d’abord sur ses configurations
d’équilibre. Dans le cas des étoiles, une telle approche est certainement justifi€e par une ob-
servation sommaire. Le couEs/olution des étoilea familiarisé le lecteur avec ces structures
d’équilibre et lui a appris qu’elles évoluent, la plupart du temps, trés lentement stiasde la
modification de la composition chimique. Il importe ensuite de savoir si ces structures d’équi-
libre sont stables ou non. L'étude de la stabilité stellaire est donc le complément naturel de
I'étude de la structure des étoiles.

Dans les cas ou la structure d’équilibre est instable, on étudiera le développement de l'instabi-
lité : temps nécessaire a son développement, forme sous laquelle elle se manifeste. Bien souvent
cette instabilité se manifestera sous la forme d’une variabilité d’'un type ou I'autre se déroulant &
une échelle de temps considérablement plus courte que le temps caracteéristique d’évolution. La
proportion d’étoiles variables est faible. L'intérét qu’on leur porte est néanmoins considérable.
D’une part, le réle joué par les variables des types RR Lyr et céphéides dans I'estimation des
distances astronomiques est bien connu. D’autre part, I'étude des oscillations stellaires fournit
des informations sur la structure interne qui ne sont pas directement accessibles a I'observation
et permet ainsi de tester la théorie de I'évolution stellaire.

L'accroissement de la précision des instruments d’observation et de leur résolution temporelle
permet d’observer un nombre croissant d’oscillations. C’est ainsi qu’actuellement, des milliers
de modes de périodes voisines de 5 minutes (fréquences voisines de 3 mHz) ont été identifiés
sur le Soleil et leurs fréquences mesurées avec une précision de I'ordrzdliutilisation de

ces données pour la détermination de la structure interne du Soleil constitue I'héliosismologie.
La méme technique appliqguée aux autres étoiles contitue I'astérosismologie.

Nous considérerons seulement des étoiles gazeuses. Nous excluerons donc les cas ou I'étoile oL
une partie de celle-ci serait dans un état physique comparable a I'état solide (naines blanches
sous certaines conditions, étoiles de neutrons). Nous nous placerons dans le cadre de la méca-
nique non relativiste et la théorie newtonienne de la gravitation, excluant de notre étude les cas
ou 'usage de la relativité est justifié (naines blanches tres condensées, étoiles de neutrons, trous
noirs, étoiles supermassives).

On sait qu’un systéme mécanique est stable si sa configuration d’équilibre correspond a mini-
mum du potentiel. Cette propriété peut étre étendue a une configuration stellaire tant qu’on ne
considere que des transformations adiabatiques. Si on veut prendre en considération les termes
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Fic. 1.1 — Diagramme HR montrant quelques types d’étoiles variables.

non adiabatiques, I'extension de la méthode n’est pas immédiate. Cette méthode de I'énergie a
été peu utilisée et n’est pas abordée dans le cours. Au contraire, une grande partie de celui-ci
est consacrée a la méthode des petites perturbations. Elle est assez aisée a mettre en oeuvre,
les propriétés des solutions sont assez bien comprises et fiitepsur expliquer une bonne

part des phénomenes de variabilité liés a la stabilité stellaire. Toutefois, I'explication d’un cer-
tain nombre de phénomenes (amplitude des oscillations, chaos, ...) nécessite une théorie non
linéaire qui est évoquée plus brievement a la fin du cours.

Nous avons situé approximativement, dans un diagramme HR, quelques types d’étoiles va-
riables dont il sera question dans ce cours (figure 1.1). On se reportera alEtailes va-
riablespour une description détaillée de ceff@lients types. Attirons 'attention sur le fait que

les variable® Sct, RR lyr,6 Cep et W Vir occupent dans le diagramme HR une région qu’on
appellebande d’instabilité

Références

Les textes de Ledoux et Walraven (1958), Ledoux (1969), Cox (1974), Cox (1980), Unno et
al. (1989) constituent des références classiques sur le sujet. On trouvera un survol rapide et
récent de la théorie dans les articles de Gautschy et Saio (1995 et 1996). La méthode de I'énergie
est décrite dans I'article de Ledoux (1958).

Cox J.P., 1974. Pulsating stars. Rep Prog Phys, 37, 563—698.
Cox J.P., 1980. Theory of stellar pulsation. Princeton University Press.
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Astrophys, 34, 551-606.
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Ledoux P., 1969. Oscillations et stabilité stellaires. In La structure interne des étoiles, 11éme
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Flugge S., Springer.
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edit. University of Tokyo press.
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Chapitre 2

Temps caractéristiques

Les ditérents phénomeénes physiques dgiieetent une étoile s’y déroulent a des échelles de
temps extrémement fiérentes. Pour modéliser ces phénoménes et faire les approximations
adéquates ou choisir correctement le pas d’intégration dans une approche numérique, il est
important de connaitre ces échelles de temps. Nous allons les estimer grossierement.

2.1 Letemps dynamique

On sait que I'équilibre hydrostatique d’une étoile résulte de la compensation de la gravité par
le gradient de pression. Si I'équilibre entre ces deux forces se trouvait rompu, I'étoile réagirait
sur une échelle de temps qu’on qualifie de dynamique. Pour I'évaluer, imaginons que la force
de pression cesse brusquement de s’exercer et d’équilibrer la force de gravité. Considérons un
élément de matiére de masse unitaire. Il serait soumis a la seule force de gravité et se trouverait
en chute libre. Son mouvement serait régi par I'équation

En désignant par,, un temps caractéristique de cette chute libre et en introduisant dans I'équa-
tion précédente des estimations grossieres, on écrira
R GM

A =73
Tehi R

ce qui donne

Tchl ~ \/R3/GM

On peut également évaluer I'échelle de temps de réaction de I'étoile a une rupture de I'équilibre
hydrostatique en imaginant cette fois que la force de gravité cesse brusquement de s’exercer. La
force de pression s’exercant seule produirait la dislocation de I'étoile. Un élément de matiere
serait alors accéléré vers I'extérieur conformément a I'équation

_1dP

pdr’
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En désignant par.xp un temps caractéristiqgue de cette explosion, nous I'estimons grossiere-
ment de la fagon suivante

2~ pR™ R’

expl

ouc = 4/I'1P/p est une vitesse du son caractéristique de I'étoile. Il vient

R
Texpl = E

En vertu de I'équilibre hydrostatique, ces deux estimations sont du méme ordre de grandeur et
définissent I'échelle de temps dynamique que nous notetQns

R8 1
Tayn ® 1 =— ~ .
“TNGM T VG
ou p est la densité moyenne de I'étoile. La comparaison de ces deux expressions permet de
déduire une estimation de la vitesse du son dans I'étoile

.. [GM
~ =

Le tableau ci-dessous donne quelques valeurs typiques du temps dynamique dans quelques
types d’'étoiles.

Etoile p (gent?) Tayn = 1/ V/Gp
étoile de neutrons 10% 0,12ms
naine blanche 10° 3,9s
Soleill 1,41 54 min
supergéante rouge 10°° 3,9ans

Exercice

Montrer que I'échelle de temps dynamique caractérise aussi le mouvement de révolution d’'un
satellite en orbite basse ainsi que la rotation rapide d’une étoile, a la limite de la dislocation
par la force centrifuge.

2.2 Letemps de pulsation

La définition d’un temps caractéristique de pulsation nécessite quelques précautions. Nous ver-
rons qu'une étoile possede une infinité de modes de pulsation et qu’'il en existe a toutes les
échelles de temps. Cela ne doit pas étonner : une simple corde vibrante possede un mode fon-
damental et une infinité d’harmoniques dont les périodes tendent vers zéro. Pour les étoiles
variables des types les plus caractéristiques (céphéides, RR Lyr) la pulsation observée est en
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|+ iy I T T |

5 4.5 4 3.5
log T 4

Fic. 2.1 — Diagramme HR dans les variableg T, etlogL/L.. Il montre les droites sur les-
quellesrqy, = 1/ VGp prend des valeurs constantes (Gautschy, Saio, 1955).

fait un mode acoustique radial d’ordre peu élevé (fondamental ou premier harmonique). L'es-
timation que nous allons faire concerne ce type de pulsation. Puisqu’il s’agit d’'une onde de
pression (onde sonore), on estime un temps caractéristique de pulsation

Tpu|s ~ R/C.
Le temps caractéristique obtenu est a nouveau le temps dynamique

Tpuls ® Tdyn = 1/ VGP-

Le produitPériodex v/Gp est donc un nombre sans dimension de I'ordre de I'unité, relativement
indépendant du modéle stellaire considéré. Pour le Soleil (période du mode fondamental : 63
minutes), il vaut 1,6. On a pris I'habitude d'utiliser la constante de pulsa@ajui lui est

proportionnelle et définie par
Q = Périodex /ﬁ.
Po

Q ales dimensions d’'un temps et les calculs détaillés montrent qu’en régle générale on a

0,03 jour< Q< 0,08 jour.

On notera que dans certaines circonstances, peu courantes, I'estimation faite ci-dessus du mode
fondamental peut étre completement erronée (c’est le cas pour un modeéle proche de l'instabilité
dynamique).
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En prenant en compte les relatioks = 47R%0/3 et L = 47R%c'TZ, on peut exprimetrqy, =
1/ +/Gp de la facon suivante,

1 M 3 L
log 7gyn = 14.8 — > IogM—® + 2 IogL—® —3logTe.

La figure 2.1 montre comment le temps dynamique varie dans le diagramme HR pour une étoile
d’'une masse solaire.

2.3 Letemps d’Helmholtz-Kelvin

Lorsqu’une étoile brlle calmement un combustible nucléaire, I'équilibre thermique résulte de
la compensation entre le taux de production d’énergie et le taux de perte d’énergie par rayonne-
ment. On estime un temps caractéristique des phénomeénes thermiques dans I'étoile en la sup-
posant brutalement privée de sa source d’énergie nucléaire. Elle devrait alors prélever I'énergie
gu’elle rayonne sur son énergie totelel e temps caractéristique d’un tel processus est le temps
d’Helmholtz-Kelvin. Il est donné par

vk ~ |E|/L.

Dans les conditions stellaires habituelles, le théoréme du viriel donne entre I'énergie totale de
I'étoile et son énergie potentielfe la relation

1
E=-Q
2

D’autre partQ est donné par
GM?
R
ou g est un facteur proche de I'unité, comme le montre le tableau suivant

Q=-q

Modele q
modéle homogene 0,6
polytrope d’indicen 3/(5-n)
modéle de séquence principale 1,5

On peut donc écrire

GM?
LR

Pour le Soleil, cette expression va,il x 10’ ans

THK =

Il est intéresant de comparer I'échelle de temps dynamique a I'échelle de temps thermique

Tdyn LR5/2
THK ~ G3/2M5/2°

Ce rapport est beaucoup plus petit que I'unité. Pour le Soleil, il est@lg 10712,
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La comparaison des deux échelles de temps montre que les phénomenes thermiques sont tres
lents, comparés aux phénoménes dynamiques. Dans une premiere approximation, ils pour-

ront étre négligés dans I'étude des phénomenes dynamiques. Il faut toutefois prendre garde au

fait que ces estimations sont globales. Localement, les phénomeénes thermiques peuvent avoir
des temps caractéristiques beaucoup plus courts, comparables au temps dynamique (dans les
couches extérieures de I'étoile, par exemple).

2.4 Letemps nucléaire

Considérons une étoile sur la séquence principale, brllant son hydrogéne dans les régions cen-
trales, et tachons d’estimer le temps nécessaire pour que sa composition chimique soit modifiée
de facon significative. 1 gramme d’hydrogéne libére une énergie de 'or@®fd&? ~ 6x10'®

ergs. Sion estime a 10 % la fraction de la masse qui subit la fusion, on obtient un temps de vie
nucléaire

M
Thue ® 6 X 1017T (CGS)

Pour le Soleil, cette expression dor®& x 10° ans. Le rapport du temps d’Helmholtz-Kelvin
au temps caractéristique nucléaire est donné par

THK ~1,11x 1025% (CGS)

Thuc

Ce rapport est généralement petit. Dans le cas du Soleil, il3/2ut 103, Pour une étoile sur
la séquence principale, on pourra donc négliger les variations de composition chimique dans
I'étude des phénomenes thermiques.

Référence

Gautschy A., Saio H., 1995. Stellar pulsations across the HR diagram : part 1. Ann Rev Astron
Astrophys, 33, 75-113.
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Chapitre 3
Equations générales

L'étude de la stabilité des étoiles repose évidemment sur les mémes théories physiques que
la construction des modeles d’équilibre : I'hydrodynamique, la théorie du transfert radiatif, la
thermodynamique, la théorie des réactions nucléaires, etc.

Deux méthodes sont couramment utilisées pour décrire le mouvement d’un fluide : la descrip-
tion lagrangienne et la description eulérienne. Dans la description lagrangienne, chaque parti-
cule du fluide est repérée par un indice variant continment et est suivie, lors de son mouvement,
de la méme maniére qu’une particule en mécanique. Pour fixer les idées, cet indice pourrait étre
la position initialery de la particule. Nous utiliserons, plus généralement un veéejurel-
congue comme indice. Le fluide est alors décrit par les fonctifag), p(at), P(&t), ...

Dans la description eulérienne, on n’individualise plus les particules de fluide, mais on enre-
gistre en chaque point, repéré par le vecteur positides grandeurs caractérisant le fluide. Il
est donc décrit par les fonction&r’, t), p(F,t), P(F, 1), ...

Le risque de confusion entre les deux représentations provient du fait qu’on utilise le méme
symbole p par exemple, pour désigner des fonctiorfsadentesp(d, t) etp(r, t).

Il faudra en particulier veiller a ne pas confondre les dérivées temporelles des deux forma-

lismes :9/0t désigne la dérivée temporelle en suivant le mouvement dans le formalisme lagran-

gien tandis que dans le formalisme eulérien ce symbole désigne la dérivée temporelle en un
point donné. C’est ainsi qu’'on a

% =V dans le formalisme de Lagrange,
% =0 dans le formalisme d’Euler.

Dans le formalisme eulérien, on introduit un opératetiédentiel qu'on appelle dérivée de
Stokes ou dérivée par rapport &n suivant le mouvement et qu’on nddg Dt ou d/dt. Cet
opérateur est défini de la facon suivante.

dX oX
T + V- gradX.
Il est clair que
(8X) _dX
ot Lagrange dt.
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En pratique, on méle parfois les deux formalismes et pour éviter toute confusiokpgntye, e,

et(0/0t) LagrangeON réserve la notatiady ot pour(9/0t)g er €1 0N NOted /dtI'opérateur(d/ot) agrange

Cette convention est cohérente avec la relation vue ci-dessus entre la dérivée de Stokes et la dé-
rivée temporelle dans le formalisme de Lagrange.

3.1 Equation de continuité
L'équation de continuité exprime la conservation de la masse. On peut I'écrire sous la forme

ap B do Vg —
ﬁ+d|v(,o\7)—0 ou o Fp divv=0.

Dans le formalisme lagrangien, on peut I'écrire sous la forme intégréee
pX = poXo,
ou X désigne le déterminant jacobien

x=|33

d(a)
On retrouve aisément la forme précédente de I'équation si note que

dX )
i Xdivv.

3.2 Equation de mouvement

L'égquation de mouvement s’écrit

8—\7 + (V-gradV = -grad® - 1 gradP
ot o,
ou d—\7 = —gradd 1 gradP.
dt 0

On notera que nous n'avons pas écrit de termes de viscosité. Dans la dynamique d’une étoile, les
effets de viscosité moléculaire jouent un role tout a fait négligeable et le fluide peut étre consi-
déré comme parfait. Dans le cas des zones convectives, la vitesse qui intervient dans I'équation
de mouvement est une vitesse d’ensemble, qui ne tient pas compte du détail des mouvements
convectifs. Elle est obtenue effectuant une moyenne sur des régions plus grandes que les
éléments convectifs. L'existence de mouvements convectifs se traduit alors par I'apparition de
termes supplémentaires dans I'’équation de mouvement, sous la forme de termes de pression et
de viscosité turbulentes. Ces termes, contrairement aux termes de viscosité moléculaire, ne sont
en général pas négligeables. On ne possede malheureusement pas de théorie satisfaisante de la
convection non stationnaire. Dans ce cours nous n’'aborderons pas le probléeme de la convection
non stationnaire. Nous écrirons les équations pour une zone radiative.
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3.3 Equation de Poisson

Le potentield du champ gravifique obéit a I'équation de Poisson
AD = 4nGp.
C’est la solution réguliere a I'infini qui a un sens physique, elle est donnée par

dv,
@(P):—Gfpqu‘?.

3.4 Equation de conservation de I'énergie

L'équation de conservation de I'énergie s’écrit

T(§+\7-grads) = e—}divlf
ot 0
ou Td—S = e—}divlf,
dt o

ou S est I'entropie par unité de massele taux de génération d’énergie nucléaire par unité
de masse eF la densité de flux d’énergie. Rappelons que la quantité d’énergie qui traverse
I'élément de surfaceS en l'unité de temps est donnée far ds ou ds = fds, fi étant le
vecteur normal unitaire ddS. En généralF se compose d'un terme radiatif et d’'un terme
convectifF = Fg + Fe.

3.5 Equation de transfert

Dans les intérieurs d’étoile, le libre parcours moyen des photons est extrémement petit comparé
aux longueurs caractéristiques du milieu. Il en résulte que I'équatiornfidsidn constitue une
excellente approximation de I'équation de transfert radiatif,

4acT?
3kp
On notera que le flux de conduction dans les naines blanches est donné par une expression de |la

méme forme (mais le cdigcient de conduction s’exprime ditéremment). Nous ne donnerons
pas ici I'expression du flux convectif, pour les raisons invoquées plus haut.

Fr=-AgradT  avec A=

3.6 Conditions aux limites

Des conditions aux limites adéquates doivent étre imposées a la surface de I'étoile. L'approxi-
mation la plus grossiere consiste a annuler la pression et la température a la surface de I'étoile.
A I'approximation suivante, on considere que la photosphére (profondeur optigqe3) dé-

finit la limite entre l'intérieur et 'atmosphére. On y imposera des conditions de raccord. Cette
division en modeéle d’'intérieur et modele d’atmosphére est commode car ces modéles reposent
sur des traitementsfiiérents de I'équation de transfert.
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3.7 Equations d’état

En plus des équations aux dérivées partielles et des conditions limites associées que nous avons
écrites jusqu’a présent, nous avons encore besoin d’équations décrivant le comportement de
la matiére en fonction de sa composition chimique et des variables thermodynamiques. Ces
équations sont parfois appelées équations constitutives ou équations matérielles. Nous les ap-
pellerons simplement équations d’état, au sens large. Elles comprennent I'équation d’état, au
sens habituel, 'opacitéet le taux de génération d’énergie nucléardlous désignerons sym-
boliquement pax la composition chimique et nous prendrgnst T comme variables thermo-
dynamiques indépendantes. Les propriétés de la matiére sont alors décrites par des relations de
la forme

P= P(p’T’/\/)a U= U(p’T’X)’ K= K(P,T,X), €= 6(/0, T,X)

Notons toutefois que la génération d’énergie nucléaire résulte en général de toute une série de
réactions dont les taux dépendent des concentrations d’éléments tres peu abondants, de durées
de vie courtes (a I'échelle de I'évolution stellaire) et qui ne sont pas décrits farn’est que si

ces éléments ont atteint leurs abondances d’équilibre qu’on peut consiadémme fonction

dep, T ety.
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Chapitre 4

Configuration d’equilibre

Une configuration d’équilibre & symétrie sphérique obéit aux équations suivantes, déduites des
égquations générales.

1dp do _
pdr dr
1d (rzdg) = 4nGp,

F=- — (zone radiative).

Rappelons que la condition de stabilité d’'une zone radiative vis-a-vis de la convection est don-
née par le critére de Schwarzschild

dlnp_idInP

A=
dr Iy dr

< 0.

Soitm(r) la masse de la sphére de rayoet L(r) la luminosité de cette sphere.

r
m= f 4nrpdr,
0

L = 4nrF.

Les équations ci-dessus prennent alors leur forme habituelle

P _ _om
d r2 "’
d

d_rrn = 4nr’p,

dL

ar = 47Tr2p6,
dT 3kpL

O = " Teriacs (zone radiative).
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On notera que dans certaines phases de I'évolution, les modeéles ne sont pas en équilibre ther-
mique et I'équation de conservation de I'énergie thermique garde un terme en la dérivée de
I'entropie. Nous ne considérerons pas, dans ce qui suit, de modéles hors d’équilibre thermique.

Ces équations doivent étre complétées par des conditions aux limites. Nous devons imposer
d’une part des conditions limitegturellesa la surface de I'étoile et d’autre part des conditions
limites artificiellesau centre (celles-ci proviennent du fait que le systéme de coordonnées sphé-
riques utilisé est singulier au centre de I'étoile). Au centret L doivent s’annuler. A la surface
(photosphere), les conditions limites se déduisent d’'un modele détaillé des couches supérieures.
Si on décrit I'atmosphére par une loi de température de la forme

3 2
T4(T) = ZT: (T + 5) s

on pourra adopter les conditions limites suivantes
_2GM
BEEE
T=Te ou L=d4nrcT*.

Référence
Pour plus de détails sur les configurations d’équilibre, on consultera le cobtlition stel-

laire ou le livre de Kippenhahn et Weigert (1990).
Kippenhahn R., Weigert A., 1990. Stellar structure and evolution. Springer.
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Chapitre 5

Méthode des petites perturbations

On ne peut évidemment pas envisager de résoudre les équations régissant le comportement
d’'une étoile dans toute leur généralité. Cependant, si les variables décrivant le mouvement
s'écartent peu de leurs valeurs dans la configuration d’équilibre (ou plus généralement d’'un
mouvement particulier connu), on pourra écrire toute varixbdemme la somme de la valeur

Xo qu’elle prend dans la configuration d’équilibre et qu’on qualifiera de non perturbée et d'une
correctionsX qu’on appellera perturbation,

X =Xp+ X

En substituant ces expressions dans les équations et en négligeant les termes d’ordre supérieul
au premier en les perturbations, on obtient des équations linéaires qui se prétent a une étude
beaucoup plus aisée que les équations originales et dont les solutions constituent des approxi-
mations utiles.

La méthode des petites perturbations nous permettra d’étudier la stabilité d’'un modele stellaire
vis-a-vis de perturbations fisamment petites. Elle est toutefois incapable de nous informer
sur la stabilité vis-a-vis de perturbations d’amplitude finie, sur I'existence d’états métastables
ou de cycles limites au voisinage de la configuration non perturbée. Elle ne pourra pas non plus
fournir 'amplitude de pulsation d’une étoile variable.

Si la configuration non perturbée est stationnaire (ce sera toujours le cas dans ce cours), les
codficients des équations linéarisées sont indépendants du temps. On peut alors espérer écrire
une solution quelconque comme une combinaison linéaire de solutions simples dépendant du
temps par un facteur exponentistf (s peut étre complexe), qu’on appelle modes normaux.
Dans le cas d’'un systeme mécanique possédant un nombre fini de degrés de liberté, les modes
normaux sont également en nombre fini. Dans le cas présent, nous avons une infinité de degrés
de liberté et il existe une infinité dénombrable de modes normaux d’oscillation (comme dans le
cas de la corde vibrante). Un mode est stable ou instable seloR gue0 ou Rs > 0. Si une
configuration stellaire a tous ses modes normaux stables elle est stable, maisdilsumode

instable pour qu’elle soit instable. Dans le cas exceptionnel ou la stabilité d’'un ou plusieurs
modes est marginal&(s = 0), les autres modes étant stables, I'analyse linéaire ne permet pas
de savoir si le modéle considéré est stable ou non.
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Exercice

Comment s’expriment les perturbations d’'une somme, d’'un produit, d’un quotient ?

5.1 Perturbations lagrangiennes et eulériennes

Aux deux descriptions de I'hydrodynamique correspondent deux types de perturbations. On
définit la perturbation lagrangiena de X par

X(@1) = Xo(& t) + 6X(a,1)
et la perturbation eulérienn€ par
X, 1) = Xo(F, 1) + X' (7 1).

Entre la perturbation lagrangienne et la perturbation eulérienne d’'une méme granodeua
la relation
6X = X'+ of - gradXo.

Comme la variablX désignant une certaine grandeur dans I'état perturbé n’intervient pas dans
les équations aux perturbations, mais qu’y interviennent seule¥penX et X’, on convient
d’omettre I'indiceo pour désigner I'état non perturbé. La relation ci-dessus s’écrira donc

6X = X'+ oF - gradX.

En désignant pax; des coordonnées quelconques, on a les relations évidentes suivantes :

ox (aXY
o (E)’
ox (aXY
ox (&)
déx _ ,dX
dt dt

Lorsqu’on utilise des perturbations lagrangiennes en formalisme eulérien (ou l'inverse), il convient
d’étre trés attentif. Ainsi la relation entbeyX/0x; ets (0X/dx;) n'est pas évidente. En se servant
des relations ci-dessus, il vient

00X oX 06X OX
—_—— = — R B
0Xi 0X +Zj: 0% 0X;

En général les équations sont plus faciles & écrire en formalisme eulérien. Cependant, dans le
cas des oscillations radiales, le formalisme lagrangien s’avere plus commode.
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Remarques

Les deux remarques évidentes qui suivent s’averent souvent utiles dans les calculs.

1) Si la configuration non perturbée est statiguie Q partout), alors

a_29
dt ot

2) Si la grandeuK est indépendante des coordonnées dans un certain domaine de la configura-
tion non perturbée, alors, dans ce domaine, on a

oxX =X.

5.2 Perturbation des équations d¥érentielles

Equation de continuité :

op’ .
d
5 + div (p

oor
ot

) =0 ou o+ diV(paZ) =0.

Equation de mouvement :

250 ’ 1
a—ir = —gradd’ + p—2 gradP — — gradP".
ot p p

Equation de Poisson :
AD' = 4xGp’.

Equation de conservaton de I'énergie :

(2 + V- gradS e+ Zave-tave.
ot p? P

Equation de transfert radiatif :
F’ = - gradT — AgradT’.

Les conditions aux limites seront précisées dans chaque cas particulier que nous considérerons.

Dans des conditions non stationnaires, le flux convectif ne peut pas étre calculé par simple
perturbation de I'expression qui donne le flux dans le cas stationnaireffé&nles éléments
convectifs ont une certaine durée de vie et du fait de leur inertie (mécanique et thermique) ne
s’adaptent pas instantanément aux conditions changeantes du milieu. Ce n’est que dans le cas
ou le temps caractéristique de la perturbation étudiée est nettement plus grand que le temps de
vie des éléments convectifs qu’on peut considérer la convection comme instantanément adaptée
et utiliser I'expression habituelle du flux convectif.
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5.3 Perturbation des équations d’etat

Au cours de la pulsation, on peut admettre que les relattoasP(p, T) etk = «(o, T) valides

dans une situation stationnaire continuent a étre satisfaites a chaque instant (nous ne considérons
pas les cas ou il y a changement de phases comme dans certaines naines blanches). On écrira
donc

sp . oT
PL+pPr—,
P T T

OK 5p+ oT
— = K,— +KT—,
K " p T

ou

Kt =

Ces grandeurs peuvent étre calculées ou déduites des tables utilisées lors de la construction des
modeles stellaires. Les ddieientsP, et P+ peuvent étre calculés en termes deditaentsI”,
gue nous utiliserons souvent.

r, = olnP ’ F2—1: oinT ’ My 1= onT .
dlnp I, olnP dlnp

Parmi ces trois cdicients, deux sont indépendants. Il est aisé de voir qu'on affety &a
relation

r,-1 T3-1
r, Iy’

SoitU I'énergie interne par unité de masse. Rappelons la relation

oU =TS - PoV

ou ou
(1) w ().

U 42U
9SOV VoS’

{815

ou encore

Exprimons que

il vient
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En prenanp etS comme variables indépendantes, cette relation s’écrit

dInP\  ([3-1)pT
asp‘ P ‘

On peut évidemment écrire

oP dInP\ ¢ dlnP
2 - () ()
o

P olnpk p 0S

oT oinT\ 6p (dInT

2 = ® 5S.
T ((9|np)3 P +( PR )}

Le codficient(dInT/dS), n'est rien d’autre que l'inverse dg, la chaleur spécifique a volume
constant, par unité de masse. Les relations ci-dessus s’écrivent donc

oP op ([3—=1)c,peT 6S
—_ =TIt —
P ol P Cv
oT op 0SS
— = ([3-1)—+ —.
T (T3 )p + c

L'élimination desS donne I'équation d’état linéarisée

oP _ I — (T3 = 1)’coT | dp N (I's = 1)cpT 6T

P | P p P T’
c’est-a-dire
I3 —1)°cpT
P, = - %’
P (I's = 1)cypT
T —p

En ce qui concerne, le taux de génération d’énergie nucléaire, la situation est tofitzetite.

Au cours de la pulsation, 'abondance defétients réactifs nucléaires ne s’adapte aux valeurs
instantanées geet T que si le temps caractéristique de la pulsation est long comparé aux temps
de vie des réactifs. Dans ce cas on pourra bien écrire

o€ 6p+ oT
—=€— +€e1—,
€ ’p T

_(dIne ot _[dIne
“=\omp T InT )

Mais en général, ce ne sera pas le cas, il faudra prendre en considération les détails des réactions
nucléaires et étudier les solutions perturbées des équations qui régissent leur cinétique. On
obtiendra alors

avec

oe 0,
X = ()L + (o)
€ P

oT

?’

ou les cofficientse, eter sont des fonctions de la fréqueneale la pulsation. Ces céients

sont en général complexes (décalage de phase). Dans la littérature, on les désigne souvent sou:
les termes da et v effectifs.
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Exercices

1. Calculez les cdicients thermodynamiques d’'un gaz parfait, d’'un mélange de gaz et de
rayonnement, d’'un meélange de gaz dont I'un est partiellement ionisé.

2. Calculez les cd#cientse, (o) et er(o) pour la chaine proton-proton et pour le cycle du
carbone.
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Chapitre 6

Perturbations adiabatiques

Nous avons vu que le temps caractéristique de transfert d’énergie dans une étoile est beaucoup
plus long que le temps caractéristique des phénomenes dynamiques (sauf dans les couches
extérieures de I'étoile). Pour les perturbations qui évoluent sur une échelle de temps dynamique,
il est donc naturel, dans une premiére approximation, de négliger les phénomenes de transfert
et de production d’énergie. L'équation de conservation de I'énergie s’écrit alors

0S =0.

Cette équation définit une perturbation adiabatique. Il en résulte une relation simple entre les
variations de densité et de pression.

oluic = /I'1P/p est la vitesse du son.

Bien s(r, dans I'approximation adiabatique, on n’a plus besoin d’équation de transfert. On gar-

dera donc I'équation adiabatique, I'équation de continuité, 'équation de mouvement et I'équa-

tion de Poisson. Nous allons montrer que le probleme ainsi simplifié peut se mettre sous une
forme auto-adjointe.

Toutes les grandeurs perturbées s’expriment aisément en termes du dépIaS_cEeI:r‘@anation
de continuité s’écrit R R
o +div(psr) =0 ou d6p+pdivér =0

et donne R .
p =—div(psr) ou dp=—pdivér.

L’équation adiabatique donne alaiB ou P’
oP = —1“1Pdiv3r> ou P = —FlPdivgr) _oF - gradP.

Enfin I'’équation de Poisson
AD'" = 4nGp’

HdV, iv(por
®'(P) = -G f £ o = © f —d'v(”l(géfdv‘?.

a pour solution
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L'équation de mouvement

d2sr

4 , 1 /
ra gradd’ + 2 gradP - E gradP

peut donc s’écrire

dr
— = L0r1,
ae ~ L

ou L est I'opérateur linéaire défini par

N dlv(pdr)Q dVQ 1. -
Lor = -G f — — div(por) gradP

+; grad(",Pdiv 6r) + /—) grad(Tr) - gradP).

Considérons I'espace fonctionnel des champs vectoriels continlment dérivables et définissons
le produit scalaire de deux tels champs par

(@, V) = fvpu.\?dvzﬁ.

Dans l'intégrale)V désigne un volume siisamment grand pour englober toute la configuration
stellaire. Nous désignerons faita surface limitant ce volume.

Nous allons montrer qu& est un opérateur symétrique. Comme il est manifestement réel, il
sera donc hermitien (ou auto-adjoint). Pour deux champs tiédig nous allons montrer qu’on
a

(Lu,v) = (4, L9).

Pour démontrer cette propriété, nous ferons usage du procédé suivant

fé'gradadv f[div(aé)—adivé] dv
\% \%

S]gaé-(ﬁ—fadivédV:—fadivédV.
S \Y Vv

La derniére égalité n’est justifiée que si I'intégrale de surface est nulle, ce qui doit étre vérifié
dans chaque cas.

div(od
(L4V) = -G f dVe oV - grads f “l’F()le)Q dVg - f L. gradP) div(ed) dv
Je,
+f\7'gradQ“1PdivU)dV+f\?-grad(j-gradP)dV
= A+B+C+D.
Il vient
div(pd)q div(pV)p
s [ oo,
PQ PR
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B = —f(divd)V-gradeV—f}(d-gradp)(\?-gradP)dV: B: + By,
Je,

C = —fl“lp(divﬂ)(divv)dv,

D = —f(d-gradP)diV\?dV.

Les termed\, B, etC sont manifestement symétriques (PBgrremarquer qugrado || gradP).
Il en est de méme dB; + D.

Revenons a I'équation de mouvement. Les solutions qui nous intéressent doivent satisfaire éga-
lement des conditions aux limites linéaires, homogénes et indépendantes du temps. Le probleme
admet donc des solutions simples de la fogt@es. Ces solutions sont les modes normaux
d'oscillation de I'étoile. LesE(P) obéissent & I'équation (nous omettrons dorénavant la fleche
suré)

L& =S¢
La fonctioné est appelée fonction propre gvaleur propre. En fait c’est = s° qu’on devrait
appeler valeur propre. Le probléeme admet une infinité dénombrable de valeurs propres. L'ana-
logie avec un systéme mécanique possédant un nombre fini de degrés de liberté est évidente.
Nous admettrons sans démonstration que ces fonctions propres forment un ensemble complet,
c’est-a-dire qu’elles constituent une base pour exprimer une perturbation quelconque.

Le caractere hermitien d€ a quelques conséquences intéressantes.

1°) Les valeurs propres sont réelles. Enfeet si& est la fonction propre associée a

L& =&

Formons le produit ave¢
(££.8) = A(¢, 9).
Or L
(££.¢) = (£, Le) = (L, 9),

donca = (L& 8)/(&,€) est réel. Il en résulte que les fonctions propres sont réelles a un fac-
teur prés. Nous supposerons toujours dans la suite qu’diectieement choisi des fonctions
propres réelles. Sl > 0, s = + V2 et un des deux modes est instable. Une telle instabilité est
appelée instabilité dynamique. $i< 0, s = +i V-1 et I'analyse linéaire ne met en évidence
aucune instabilité dynamique. Nous dirons qu’'un modele dont tous les modgs<oiit est
dynamiquement stable.

2°) Les fonctions propres associées a des valeurs profféeeites sont orthogonales. Bfeg,
soit
L& = A& et L& = A,
A6, &) = (L&, &) = (&, L&) = 4i(&. &) -
Si 4; et 4; sont distincts, on &, ¢;) = 0. D’autre part, une famille de fonctions propres inde-

pendantes associées a la méme valeur propre peut toujours étre orthogonalisée. On peut donc
admettre en toute généralité que toutes les fonctions propres sont orthogonales entre elles.
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3°) Les valeurs propres et fonctions propres satisfont a un principe variationnel. Considérons la
fonctionnelle
(£L£,§)

M=

et calculons sa variation premiere

3 1
(&)

La conditiondA = 0 est équivalente a

(€. E)(LE, 68) — (LE. £)(€.68) + (€. 6)(LE, 66) — (LE,£)(€.66) = 0.
Commedsé est quelconque, on en déduit

(Lede
L="eo

Donc la fonctionnelleA(¢) est stationnaire lorsqueest une fonction propre et alors la valeur
propre correspondante es{¢). De ce principe variationnel, on peut tirer une méthode de calcul

des modes propres. Elle a été utilisée, mais pas trés frequemment. On peut également en tirer
un procédeé pour améliorer le calcul d’'une valeur propre : une approximation grossiére de
fournira une bonne approximatiax(¢) de la valeur proprd.

oA {[(L6€,£) + (L, 66)1(£.6) — (L, 9)I(6€.8) + (£, 68)]} -

= A

Pour un mode stable, nous posersns —io. On notera que I'énergie cinétigue moyenne d’un
mode de fréguence angulaireest donnée

2

= O
T="
4

(&)

Références

L'opérateurL est un cas particulier de celui qu’utilisent Lynden-Bell et Ostriker (1967). Nous
suivons d’assez pres I'exposé de Cox (1980), chapitre 5.

Cox J.P., 1980. Theory of stellar pulsation. Princeton University Press.
Lynden-Bell D., Ostriker J.P., 1967. On the stability offelfentially rotating bodies. MNRAS,
136, 293-310.
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Chapitre 7

Oscillations radiales

7.1 Equations dfférentielles

Dans le cas des oscillations radiales, I'usage de perturbations lagrangiennes s’avére particu-
lierement commode car on peut remplacer la seule coordonnée spgiaie@ine coordonnée

« lagrangienne m. L'intérét de ce changement de variables vient du fait que I'opérat&im
commute avec l'opératedrde perturbation lagrangienne.

Notons d’abord la relation entt®ometd/or

0 _ 10
oam  4nrpor’

Ecrivons a présent les équations générales pour un écoulement possédant la symétrie sphérique
Nous avons déja noté précédemment que I'équation de Poisson s’integre une fois pour donner
o0  Gm
o r2’
Les équations de continuité, de mouvement, de conservation de I'énergie et de transfert radiatif
s’écrivent respectivement

1do 14 ,, 1dp d 5
., -2 - 2 Anp— =
ot + o (re'v)y=0 ou ot + npam(r V) =0,
dv. Gm 10P dvv Gm , 0P
= - ou — = —— —4nr?—,
dt r2  por dt r2 om
ds 10 ds oL
T— =e-——(r%F T—=e-—,
T przor (r°F) ou dt ~ ¢ om
4acT3 oT 64r%r*acT® 6T
F=- — ou L= ————— .
3kp oOr 3k om

L'opérateurs de perturbation lagrangienne commute avec les deux opératglirgt 9/0m
apparaissant dans ces équations. On écrit donc aisément les équations aux perturbations

op J,,
— +4np—(ror) =0,
ot ”pam( )
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d’r _Gmsér ,OP 6r Zaap
a2 T gy Y om
dss 0oL
T/—= = e — ——
dt o€ om’

64r°r*acT® (4T ST ok 06T
L= ———— 4% 430 ) 2
0 3 {am( t37 K)+ am}
On revient ensuite a I'opératedyor et, aprés quelques calculs, on obtient

0 ((5r) _ 1 35_r (5_p

ar o o)

0( ) _1dP +46r r3 o? (6r)
or\P/  Pdr|P r  Gmdt ’
g(&) 3 _Ed_l_(ﬁ_é_e) 47rrpTd6S
or\L/  Ldr € L dt’
ﬁ(l) - _Ed_T(4 N ﬁ_&_éj)

d ~ Tadr T L «/)

Ces équations doivent étre complétées par les équations aux perturbations des équations d’état
et par des conditions aux limites que nous allons préciser.

Les codficients de ces équations linéaires sont indépendants du temps. Nous rechercherons
donc des solutions simples du probléme de la forme

—( t= (r)est

Notons que, par abus d’écriture, on continue a désignefXaX la fonction der seulement.
Les équations aux dérivées partielles se réduisent alors a des équdiinentielles dépendant
du parametres.

4() = 2o ),

dr\r rvr p

Q(E) _ _id_F’{ﬁ’+(4 382)&}

dr\ P Pdr | P Gm ’
dah)  _Ldb(L_ge) dmiesT oS
dr\ L L dr € L C
E(ﬂ) _ _ld_T(4 ﬂ_%_%)
ar\ T T dr T L «

Le choix d’un systeme de coordonnées présentant une singularité au centre de I'étoile introduit
dans le systeme fiiérentiel une singularité réguliere en ce point. On exigera que les grandeurs
physiquessr, 6P, ... restent réguliéres. Un simple développement en série de puissances nous
donne les conditions de régularité au centre sous la forme

st 6
3—r—p—o,

0
e(ﬁ - E) +sT6S
L €

0.
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En surface, les modeles les plus simples imposent des conditons de pression et de température
nulles (polytrope, modele standard). Dans ce cas, le systdféeeditiel possede une singularité

en surface. En exigeant que les grandeurs physiques y restent régulieres, on obtient les deux
conditions aux limites

P, R¥s?\or
P GM 7
or 6T 6L 5;<
A-+d—-T-— =0
T L K 0

Si le modele d’équilibre a été raccordé a un modele d’atmosphere, on exigera que les pertur-
bations du modele d’'intérieur se raccordent contindment aux perturbations du modele d’atmo-

sphére. Si la condition mécanique écrite ci-dessus s'avere relativement satisfaisante, la condi-
tion radiative peut au contraire étre facilement améliorée. Admettons que la structure thermique

de 'atmosphere puisse a tout instant étre décrite par I'approximation d’Eddington

3 2 3L 2
T'="Tir+2)r ——(t+2).
270+ 3) % gz, 11 3)
D’autre part
_‘jw dr~fKAm
ERN e

On obtient alors ST P s St
T K
LN S

T° L 7+2/3 r

On remarquera qu'au cours de la pulsation, le niveau de la photosphere se déplace au travers de
la matiére. Il n'est donc pas correct de perturber directement I'équation

L = 47Ro TS

et de I'appliquer au niveau correspondanta 2/3 du modéle d’équilibre.

La recherche des modes d’oscillations radiales se raméne donc a la résolution d’un systeme
différentiel du quatrieme ordre aux conditions limites et aux valeurs propres.

7.2 [Expressions intégrales

On peut tirer des équations que nous venons d’établir des expressions intégrales qui se révele-
ront particulierement utiles dans la suite de I'exposé. Ecrivons les équations de continuité, de
mouvement et d’énergie sous les formes suivantes

d (r25r) _ 2%

dr o’
ijp (p§ ﬂgEyﬂ 0,
0S doL

sGT— = e — —
& Cv € dm’
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Multiplions I'équation de mouvement parr? ér et intégrons sur le rayon de I'étoile.

ddP 4dP
2 R =
szf4nr 0|61 | dr+f47rr 6r( T ) dr = 0.

En utilisant I'équation de continuité et en intégrant par parties, on peut mettre cette équation

sous la forme
szf|(5r|2dm f 6P6p 4r dPjor
p dr

Cette équation sera utilisée lors de I'étude de la stablllte vibrationnelle. Exprisf@rstermes
dedp et desS, puis exprimongS a l'aide de I'équation de conservation de I'énergie.

52f|5r|2dm f 5p f(rg—l)—((s —ﬂ)dm:o.

Le terme indépendant depeut prendre une autre forme intéressante. Développons le premier
terme qui le compose comme suit.

F]_ ‘ ‘ . f47TF1P‘
Sl am = ar’
d /or
4_ —
f{4ﬂF1Pr r(r)
f{rlprz i(é_r)z rd
o ldr\r

ot |2
- ——(3r,P) ‘T
Le terme indépendant des’écrit donc

}dm: 0.

ardpor
p dr

dr_

6r

— 12113

P)}dr

pdr

Pr2|d /ér r d or|?
JEEEE) ‘;a[m“‘)ﬂ‘?
On a ainsi obtenu I'équation cubique
$+As+B=0,
avec
2
A = f{cz %p —4?—;n|6r|2 dm/f|6r|2dm
2
- f{czrz %(‘i—r) —53[(3r1—4)F>]’5—r dm/f|6r|2dm
B = f(l“3—1)6—p( e—ﬂ)dm/fkmzdm
Je,

7.3 Modes dynamiques et modes seculaires

On notera que la valeur propre intervient deux fois dans lefiiceamts des équationsftéren-
tielles. Si nous écrivons ces deux occurences sous leurs formes sans dimension, la premiéere se
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présente dans I'équation de mouvement, sous la fofst¢Gmet la seconde, dans I'équation
de conservation de I'énergie, sous la fortne>c,pT S/L.

A chacune de ces occurrences est associée une famille de modes : les modes dynamiques et le:
modes séculaires. Les temps caractéristiques de ces modes sont donnés péidestode
scorrespondants. Pour les modes dynamiques, le temps caractéristique est le temps dynamique
et pour les modes séculaires, c’est le temps d’Helmholtz-Kelvin,
r3 4nr3c,pT

—— X Tdyn ——— X THK-

Gm dyn L HK
Ces dfirmations sont justifiées par de nombreux calculs. Nous allons tacher de les rendre plau-
sibles en évaluant I'ordre de grandeur des racines de I'équation cubique qui vient d’étre établie.

Evaluons l'ordre de grandeur des @bgentsA et B en supposant que les fonctions propres
sont du méme ordre de grandeur (cette approximation repose sur I'expérience acquise lors de
nombreuses intégrations numeériques). On obtient

1

5 .
TdynTHK

A= 1/T§yn et B~

Nous poserons dork = A’/Tﬁyn etB = B’/TﬁynTHK, OUA’ etB’ sont des nombre sans dimension,
de l'ordre de l'unité. L'équation cubique s’écrit

S+ AS +aB =0,

oU on a posés = s'/tgyn €t = 7Teyn/THk < 1. Il est facile de voir que cette équation a deux
racines de I'ordre de I'unité, dont on obtient une approximation en faisan®,

S =+ V-A

et une racine de 'ordre dedont on obtient une approximation en négligeant le terme cubique
ou en remarguant que le produit des racines est égab3,

s = -aB'/A.

On obtient donc pous deux racines de I'ordre di 74ys €t une racine de I'ordre di/7«. Les

deux premieres racines sont associées a des perturbations dont le temps caractéristique d’'évo-
lution est le temps dynamique,,. Ces modes sont appelés modes dynamiques. La troisieme
racine est associée a des perturbations qui évoluent plus lentement, a I'échelle de temps de
Helmholtz-Kelvin. Ces modes sont appelés modes séculaires. Leur existence est lié@-au coe
cientB qui contient tous lesféets non adiabatiques.

Insistons sur la faiblesse de I'argument précédent. Leficaats de I'équation cubique sont
calculés a partir des fonctions propres qui sont inconnues et qui ne sont évidemment pas les
mémes pour les modes dynamiques et pour les modes séculaires. Mais I'existence de deux types
de modes radiaux peut encore étre justifiée par d’autres procédés : analyse locale du systeme
différentiel, utilisation d’'un modéle simple tel que le modele a une couche de Baker.

La distinction entre deux familles de modes peut généralement étre faite sans ambiguité. Il
existe cependant des cas ou des modes ne peuvent pas étre attribués a I'une ou l'autre famille.
Cette situation se présente lorsque le temps thermique devient du méme ordre de grandeur que
le temps dynamique (étoiles trés lumineuses, modeles proches de l'instabilité dynamique).
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Chapitre 8

Oscillations radiales adiabatiques

Les périodes des modes dynamiques d’ordre pas trop élevé sont de I'ordre du temps dynamique
et sont beaucoup plus courtes que le temps caractéristiqgue des transferts d’énergie thermique.
Cette remarque justifie, gu’en premiére approximation, on utilise I'approximation adiabatique
pour I'étude de ces modes. Si cette étude met en évidence une instabilité, on dira que I'étoile est
dynamiquement instabl®ans le cas contraire, I'étoile sera ddgnamiquement stabl®our

autant que la stabilité de I'étoile ne soit pas marginale, 'approximation adiabatique fournit
les fréquences propres des modes normaux avec une excellente approximation. Les fonctions
propres adiabatiques constituent également une bonne approximation, sauf dans les couches ex-
térieures ou I'approximation adiabatique n’est plus justifiée (le temps caractéristique thermique
local cesse d’étre long comparé au temps dynamique).

Ainsi qu'on I'a vu, de fagon générale, I'hypothese adiabatique conduit & un probleme auto-
adjoint ou les valeurs propres sont réelles. En cas de stabilité dynamique, on a ddna-

ginaire pur. L'étude adiabatique ne permet donc pas de savoir si le mode calculé sera excité ou
amorti. Cette question ne peut recevoir de réponse que si on prend en considération les termes
non adiabatiques et reléve du probléme dsddilité vibrationnellequi sera discuté au chapitre
Suivant.

Dans I'hypothese adiabatiqueR/P etdp/p sont liés par

oP _ .o
P p
On peut donc décrire le probleme adiabatique radial par les équatitéredtielles
d /or 1(.or 16P
e ]
dr\r r\r I, P
d (6P) _1dP 5P+ 4 r3s?\ or
dr\P/) ~ Pdr | P Gm/r |’
et les conditions aux limites
or 16P
3—+——=0 en r=0,
r - r, P

oP R3S\ or
F+(4—W)T—O en r=R.



34 Stabilité stellaire

Il est intéressant d’introduire des variables sans dimension. Nous poserons

x= L - _ _oP et s=-ioc avec —\/%
= q_M, g_r, n_P =—lo o= R3w.
Il vient

d¢ 1 U

ax " ‘;(35%—1)’

dy

dinP x3w?
5 - a ()

avec les conditions aux limites

3§+rl:0 en x=0,
1

n+@+w)é=0 en x=1.

Considérons a présent deux configurations stellaires homologues. Sétt/R et3 = M’/M.
On peut établir entre les points des deux modeéles une correspondance telle que

’

"=ar, m=pm p =a38p, P =a P,

Dans une telle transformation homologue, lesfioents du systeme fiérentiel et des condi-

tions limites sont invariants. Les deux modeles sont donc caractérisés par les mémes valeurs des
fréquences sans dimension

W =w et o’ =pYV?a3% .

Les périodes de pulsation des deux étoiles sont donc dans le méme rapport que leurs temps

dynamiques. Enfeet,

r_ p-1/2 372
Tdyn—,B a” “Tdyn.

En éliminanty, on obtient I'équation diérentielle

d d d
ar (rlpr“d—f) + {rf*a [(3r1 — 4)P] + 0'2pr4}§ =0

et les conditions aux limites

dé
a_o en r=0,

dé
NnR—=
ar

Réo2
GM

+(3F1—4— )f:O en r=R.

Ce probleme est du méme type que le probléeme de Sturm-Liouville. Il admet donc une infinité

dénombrable de valeurs propres qu’on peut numeéroter de telle sorte que

ocl<gl<.-<ol<--. avec limo?=+.
0 <01 k m o
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La fonction propret, associée ay admetk zéros dans I'intervall¢0, R[. On démontre égale-
ment que leg, forment un ensemble complet, c’est-a-dire une base dans I'espace des fonctions
& décrivant une perturbation radiale.

Ecrivons I'équation diérentielle sous la forme

Li=0%
avec 1d d¢ 1d
__=- ¢ 406}y 1 0 _
= pr4dr (F]_Pr dr) pr dr [(3F1 4)P]f

Cet opérateur est essentiellement le méme que celui que nous avons introduit précédemment
(il est changé de signe et porte suyr au lieu de?r)). On vérifiera, a titre d’exercice, qu'il est
hermitien pour le produit scalaire

(u,v) = fpr4qur.

LesoZ sont les valeurs stationnaires de la fonctionnelle

_ (y,Lu)
AR TAT I
En particulier
2 . (u, Lu)
g = min )

Si le modéle est stable dynamiquement, 'opérat@esst défini positif et réciproquement.
En intégrant par parties, on peut écrire

(u, Lu) = f {FlPr“

Supposons quE; soit constant dans toute la masse de I'étoile. 1l est clair glie si4/3, pour
toutu # 0 on a(u, Lu) > 0 et la stabilité dynamique est assurée. Par contire si4/3, il suffit

de considéren = constantgpour montrer quel n’est pas défini positif et par conséquent qu'il
y a instabilité dynamique. Dans le cas Byi= 4/3, la stabilité dynamique est marginale. Le
systéeme admet alors la solution= 0, ¢ = 1 ety = —4 qui décrit une transformation homologue
de I'étoile.

duf?

d
ar ey ar [(3Iy — 4)P] }dr.

Supposon$; > 4/3. On a

> _ (U, Lu)
< .

°7 (U

fGdem GM f%
—_—— = (31—‘1—4)? .
frzdm fxqu

g

Prenonsu = 1, il vient

o]

d
r*— [(3r, — 4)P] dr
O'(Z)S—f dr - (3T, - 4)

fpr“dr
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On peut intégrer le second membre par parties et il vient

2
cedm —
r—4f [, — 4 2
0'(2)3331 :331 ¢

Il frzdm Fl r2

On peut minoret-2 de la maniére suivante

fl"lPr 4)meor|u|2dr

> (3r1—4) =3 f —pr |u|zo|rz(3r1—4)ﬁ f priu?dr,

(u, Lu)

\

carg/x® = p(r)/p > 1. On a ainsi

(u, Lu) GM
oy > (3 — 4)—

SiT'; nest pas constant, on ne peut plus le faire sortir du signe d’intégration que sous la forme
d’'une certaine valeur moyenidg. I'; peut alors étre inférieur 4/3 dans une zone limitée de
I'étoile sans entrainer une instabilité dynamique radiale.

2 .
oo = min

8.1 Energie d’'un mode

Prenons I'équation de mouvement sous la forme

d?r 4(3m06r _9sP
Pae = " r3 o’
multiplions-la pard ér /dt

26m, oy B3P der
p dt or dt
Transformons le second membre
_9gobdor = —V- gradéP = —-div(VSsP) + 6P divV,
or dt
puis
. F1P dop 1 ,d 5p
SPdivv = Sp Pt - chzdt(
et finalement 4. 1 1.5 am
P2 2N\ — _ A

ou d
.=
d—t(pS) =—-divy .
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1 1,6p2 _.Gmor,2
&E= §V2+ ECZ(;p) —ZT(T)

est 'énergie mécanique de la pulsation par unité de masse. Les trois termes qui la composent
sont respectivement I'énergie cinétique, I'énergie potentielle acoustique et I'énergie potentielle
gravifique.

Le vecteur N
F =6PV

est la densité de flux d’énergie.
Groupons les deux termes d’énergie potentielle

8p28A+8G.

On adonc
8:8K+8p.

Si on explicite la dépendance temporelle sous la forme
or(r,t) = or(r) cosot,

on voit que
Ek(r,t) = &(r)sirfat et &p(r,t) = Ep(r) coF ot

Intégrons ces expressions sur toute la masse de I'étoile

EK(t) = f&((r,t)dm: Ex Sin20't,
Ep(t) = f Ep(r,t)dm= Epcog ot,
E(t) = f&(r,t)dm: Ex sirf ot + Epcog ot.

En intégrant I'équation de conservation de I'énergie mécanique de la pulsation sur tout le vo-

lume de I'étoile, on obtient
dE
gt =0 ou E = constante

Il en résulte que
E = Ex = Ep.

et

B =50 = ,E

L'énergie totale de la pulsation peut s’écrire

0_2
E=— [ or?d
> [ ortam

ou lesr sous le signe d’intégration est I'amplitudg(r).
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0.0 0.5 X 1.0

Fic. 8.1 — Mode fondamental d’oscillation radiale du modeéle standard (polytrope d’indice 3).
8.2 Comportement des fonctions propres

Il est important d’avoir une idée du comportement des fonctions praprpeur un modele
dynamiguement stable. Les figures 8.1 a 8.3 montrent quelques fonctions propres d’oscillation
radiale du modele standard (polytrope d’indice 3). Les facteurs arbitraires qui interviennent
dans leur définition ont été choisis de telle sorte que

(60’60) = (é‘:l’gl) =...

de fagon a permettre la comparaison d’'un mode a l'autre.

On notera que 'amplitude croit en valeur absolue lorsqu’on s’approche de la surface et cela
d’autant plus vite que le numéro du mode est élevé. Ceci est en accord avec le fait qu’en surface
ona

dinél _ ”+4-3M

dx I 0.

Définissons la moyenne d’'une grandeur X quelconque pondérée par I'énergie du k-ieme mode
de la fagcon suivante

f Xr2gZ2dm
f r2¢2dm

La valeur dgx) (x = r/R) permet alors de mesurer I'importance relative des régions centrales et
des couches extérieures pour le mode considéré. Le tableau suivant donne quelques indications
pour quelgues modes radiaux du modéle standard.

(X) =
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—50

_100 1 1 1 1 | 1 1 1 1
0.0 0.5 X 1.0

Fic. 8.2 — Premier harmonique d’oscillation radiale du modéle standard (polytrope d’indice 3).

200 T T T T T T T T

100 - .

0.0 0.9 X 1.0

Fic. 8.3 — Deuxieme harmonique d’oscillation radiale du modéle standard (polytrope d’'indice
3).
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Mode w &s/ée (X)
0 3,04215 22,44 0,633
1 412123 -58,88 0,681
2 5,33690 135,3 0,715
9 14,16770 -1681 0,735

L'examen du tableau montre que les couches externes jouent un réle plus important pour les
harmoniques que pour le mode fondamental et cette importance croit avec le numéro du mode.
Cette remarque ne s’applique pas seulement au modele standard mais a une portée tout a fait
générale.

Signalons aussi que le rapport d’amplitude entre la surface et le centre est d’autant plus élevé
gue la concentration du modeje. (o) est élevée.

8.3 Quelgues cas d’instabilité

A la frontiére entre stabilité et instabilité dynamiques, le temps caractéristique du mode instable
cesse d'étre petit par rapport au temps caractéristiqgue des modes séculaires. Dans cette situation,
il est artificiel de vouloir distinguer entre instabilité dynamique et instabilité séculaire.

1) Dans les étoiles supermassivis ¥ 10°M,), la pression de rayonnement domine la pression
gazeuse. Enfeet le rapporp de la pression gazeuse a la pression totale est donné par la relation

approximative
I“IO
= 4,28+ —.
Bu=4,28 M

Or lorsqueg est petit]'; est proche de/8 et donné approximativement par
4 B
~-+ =
3 6
Pour des étoiles de cette masse, il est nécessaire de tenir compfiietbadeerelativité générale,
de sorte que le critere de stabilité dynamique s’écrit

4 GM . .
I'1>=-+225— (c = vitesse de la lumiéje
3 R
Il en résulte que les étoiles supermassives dont la masse est supérieure a une certaine masse

critique située entré0® et 10° M, sont dynamiquement instables.

I'

2) Plusieurs ffets concourent a déstabiliser dynamiquement les naines blanches trés conden-
sées. La dégénérescence relativiste des électrons abaiggeroisinage de/3. D’autre part,

il s'instaure un équilibre entre la désintégratpet la capture d’électrons qui contribue aussi

a 'abaissement dE;. Enfin, les dets de relativité générale rendent le critere de stabilité plus
difficile a satisfaire. Les configurations dont la densité centrale est supérieure a une densité cri-
tique de I'ordrel0'° g cnT? sont dynamiguement instables. Du coté des hautes densités, on ne
retrouve des configurations stables qu’avec les étoiles de neutrons.
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3) Dans les phases initiales de contraction d’une proto-étoile, du fait de la dissociatigretle H
de I'ionisation de H et de He, il n'y a pas de modele d’équilibre dynamiquement stable et ces
phases de I'évolution se déroulent a I'échelle de temps dynamique.

4) Dans les phases finales de I'évolution d’'une étoilfisamment massive, I'établissement
d’'un équilibre nucléaire (pic du fer) abaisEe et provoque une instabilité dynamique. C’est
cette instabilité qui détermine les phases initiales d’'une supernova.

5) Les énormes pertes de masse que subissent les variables de type S Dor (ou LBV) seraient
dues a une instabilité dynamique qtiiexte leur enveloppe. Dans ces étoiles massives et trés
lumineuses, la pression de rayonnement est élev@etit) et I'existence d’'une zone d’ioni-

sation partielle de I'hydrogéne et de I'héliumfsualors a abaisser la valeur moyennelde
au-dessous de la valeur critique.
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Chapitre 9

Expression asymptotique des fréquences
radiales

Nous avons vu plus haut que I'équatioffféiientielle régissant les oscillations radiales adiaba-
tigues pouvait se mettre sous la forme

d dé d

— [ryPri=2 +{r3— 3r, - 4)P] + o2 r4} =0.

dr( 1 dr) dr[( 1 ) ] op év:
Pour les modes d’ordre élevé, le termecehest le terme dominant du ciheient deé. Cette
circonstance permet d'utiliser des méthodes asymptotiques pour obtenir une expression appro-
chée des frequences d’oscillation. Ces méthodes se présentent sous plusieurs variantes, plus ot
moins complexes et plus ou moins rigoureuses. Nous nous contenterons d’une approche simple.

Effectuons le changement de variables
tdr

et  w=r3I,Pp)¥4.
o C

T =
On notera que est le temps nécessaire pour parcourir, a la vitesse du son, la distance séparant
le point considéré du centre de I'étoile. L'équatiofiélientielle se réduit a

&W{z 1 d 1

aw s _ S . 1/47 |\ —
e +ﬂﬁwmw1®mﬂmmmw”m%]wo'

La solution doit satisfaire les conditions aux limitef) = w(rgr) = 0, our = 7(R).

Pour les modes d’ordre élevé? est grand et on peut étre tenté d’ignorer les autres termes du
codficient dew. Toutefois, ces termes sont singuliers au centre et a la surface, ils ne sont donc
pas négligeables vis-a-vis d€ au voisinage de ces points. En I'absence de ces singularités, on

simplifierait 'équation en

W,
—+0w=0.
dr2

Les solutions satisfaisant les conditions aux limites sont de la forme

. kr
W o Sinoyt avec o= — pour k=1,2 3, ...
TR
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wi possedé&— 1 noeuds dans l'intervall®, 7g[. En numérotant les modes de cette facon, il faut
attribuer la valeuk = 1 au mode fondamenta{,= 2 au premier harmonique, . ..Cette facon de
numéroter les modes sera justifiée lors de I'étude des modes non radiaux.

Pour prendre en compte ffet des singularités, nous développerons deux approximations. La
premiére prendra en compte la singularité centrale et la seconde la singularité a la surface. Nous
raccorderons ensuite les deux solutions en un point a la fois éloigné du centre et de la surface.

9.1 Singularité au centre

La singularité provient du terme en la dérivée seconde par rappo@apeut écrire I'équation
différentielle sous la forme
d>w
P +
ou f(7) est une fonction réguliére deent = 0. Il est maintenant justifié d’omettriyr) devant
le terme erv? et le terme singulier. Léquation se raméne a une équation de Bessel en posant

z= o1 etw = \zUu2).

d’u  1du 1 9\

E+Ed—z+( —E)U—O.
La solution réguliére em = 0 est donnée par la fonction de Bessel de premiére espece d’ordre
3/2,u(2) = Jz/2(2). Nous noteronsg/ () la solution approximative ainsi obtenue. Elle est valable
tant qu'on n’est pas trop proche de la surface, dont la singularité n’a pas été prise en compte.
L'approximation asymptotique d,(2) pourz grand permet d’écrire powy' (), pas trop prés
du centre

2
0'2—;2+f(T) w =0,

W (1) « sin(r — g).

9.2 Singularité a la surface

On peut décrire grossierement la structure des couches superficielles a I'aide d’un indice poly-
tropique dfectif ne tel quep « (R—-r)"™ et P o« (R-r)"™*!, Si ces couches sont convectives,

Ne est égal a l'indice polytropique associé a la valeufdec’est-a-diren, = 1/(I'y — 1). Si les
couches superficielles sont radiatives et si I'opacité est donnéecpaf T3, n, est donné par

ne = (r + 3)/(s+ 1). On obtient aisément les relations suivantes

rr—7ox (R=-1"%  po(r-1)™, P o« (tr — 7)™, Cox (TR —1).

On peut alors écrire I'équationftiérentielle sous la forme

d2w ng—3
W-i_ Uz—ﬁ'F f(T)]W: O,

ou f(7) est une fonction réguliere emk. En omettant ce terme et en posant o(rr — 7) et

W = 4/zU?2), il vient
d’u  1du n2
E+2d—z+(l‘§)“-°’
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dont la solution réguliere esf,_(2). On obtient ainsi une approximatiovt () valable en dehors
d’un voisinage du centre. En utilisant I'expression asymptotique de la fonction de Bessel pour
zgrand, on peut écrire pow’ (), pas trop pres de la surface

W (1) cc SiN(eT —0TR— — + —

T neﬂ)
4 27

9.3 Raccordement des deux solutions

On raccorde les deux solutiong(r) et w’(r) en un point quelconque de validité des deux
approximations. Il sfiit d'exiger que la diérence des phases des arguments du sinus soit un
multiple der et il vient

. ne 1
Wi(7) o sin(oyr — 7—T) avec o=+ —=+ —)1 pour k=123, ...
2 2 4 TR

Vérifions quew(r) possede biek—1 zéros dans l'intervall§0, 7g[. Soitr* un zéro quelconque
dewy. Nous supposerons gu'il estieeme compté a partir du centre etbeeme compté a partir
de la surfacew, a doncf + m— 1 zéros. En utilisant I'expression asymptotique des zéros de
J,(2), il vient

n 1

1
okt = (€ + E)ﬂ et ok(tr—=7) = (M+ 5" Z)ﬂ'

En additionnant ces deux relations et en utilisant I'expressiamcgden obtientk = £ + m, ce

qui confirme quen, posséde biek — 1 zéros. Les modes sont donc numérotés par I'indice

de la méme facon que plus haut, I'indice 1 étant attribué au mode fondamental, 2 au premier
harmonique, ...

9.4 Bref rappel sur les fonctions de Bessel
Rappelons que la solution réguliereza 0 de I'équation de Bessel
2 2
ﬂ+}d—u+(1—v—2)u:0
z

est la fonction de Bessel de premiere espéece et d’ordygon noteJ,(2). Pour les grandes
valeurs positives dg elle peut étre approximée de la fagcon suivante

2 Toovn
2 1/ﬂzsm z+4 >

et sonk-eme zéro positif, x, pour les grandes valeurs Beest donné approximativement par

. y 1
Jv,k~ (k+§ - Z)ﬂ
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Chapitre 10

Stabilité vibrationnelle

Considérons un modéle stellaire dynamiqguement stable. L'approximation adiabatique permet

de calculer les fréquences des modes normaux d’oscillation mais elle ne permet pas de savoir
si le mode calculé sera amorti ou excité par les phénoménes thermiques. Nous souhaiterions
€galement connaitre les mécanismes d’excitation d’'un mode observé dans une étoile variable.
Pour obtenir ce type d’'information, nous devons prendre en considération les termes non adia-
batiques et résoudre le system#fétentiel du quatrieme ordre.

Nous avons établi préecédemment la relation

52f|6r|2dm+f 6P5p 4rdP 6r
p dr

}dm: 0.

Prenons la partie imaginaire de cette relatlon

Sf(SPdp
flérlzdm

Nous avons vu précédemment que I'expression figurant au dénominateur est liée a I'énergie mé-
canique de l'oscillation. Le numérateur a également une interprétation physique simple. Consi-
dérons un gramme de matiére subissant un cycle thermodynamique de pédiaxtd par les
équations

2RsIs=—

P(t)
p(t)
Ce que nous pouvons également écrire, avec les conventions habituelles,
SP(t) = 6Pe't (6P = ad?),
sp(t) = spe’  (5p = be¥).
Le travail dfectué par le systéme au cours du cycle s’écrit

SEPdv f —dt——f F;(;'ﬁdt
sPop

—S|n(¢ l//)—yrﬁ( p)

p? pp

Po + acosg — ot),
po + bcosy — ot).

7
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La puissance moyenne du cycle thermodynamique s’écrit donc

W===23

T 5P Sp
—=33(=2)

Soit a présentV = demIa puissance moyenne développée par toute I'étoile. On a

Sfépép W

On peut transformer le numérateur comme il a été fait plus haut pour obtenir 'équation cubique
ens. Plus simplement, on peut utiliser I'équation cubique sous la forme

52+A+%B:O.

Prenons-en la partie imaginaire, il vient
doL
9= f(l"g—l)— (o€ - —) m

f|6r|2dm

10.1 Lapproximation quasi-adiabatique

2RsIs=—

En général I'approximation adiabatique est excellente dans les couches internes de I'étoile et
n'est en défaut que dans les couches externes. Considérons donc les termes non conservatifs
comme de petites perturbations au probléme adiabatique. On peut alors obtenir des corrections
a la fonction propre et a la valeur propsgoar une méthode de perturbation. Comme il nous
intéresse surtout de savoir si le mode considéré est excité ou amorti par les termes non conser-
vatifs, c’est la partie réelle dequi nous intéresse. On peut I'obtenir trés simplement a partir

des expressions établies plus haut, en portant dans le second membre les solutions adiabatiques.

Ecrivonss = ¢’ —io, hous appellerons’ codficient d’amplification (ou-o” codficient d’amor-

tissement). Il vient
oT (6 _ déL)dm
, 1 € dm

o = >
20 f|5r|2dm

Cette expression trouve une justification physique simple. Rappelons que

5P ép oT déL
= —Sf p f?(éé— m)dm,

0.2
E=— ri2dm
> f|5| ,
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de sorte qu’on obtient
W

:E'

/

o

Ce résultat se justifie comme suit. Si I'amplitude de I'oscillation croit exponentiellement comme
€'t, son énergie croit comne” . On a alors

o0 = 1dE W

TTEdt T E°
Un intérét évident de I'expression intégrale du ftie@ént d’amplification provient de l'inter-
prétation que nous avons faite de son numérateur. D’'une part, le role excitateur ou inhibiteur de
chaque couche de I'étoile peut étre précisé. Si elle apporte une contribution positive (négative)
a l'intégrale elle a une influence excitatrice (inhibitrice) sur I'oscillation. D’autre part, cette ex-
pression permet de préciser le mécanisme excitateur ou inhibiteur (de l'attribuer au terme de
transfert ou au terme de génération d’énergie).

L’'approximation quasi-adiabatique stne toutefois d’un grave probleme. Les fonctions propres
adiabatiques utilisées pour calculer I'intégrale ne constituent pas une approximation valable
dans les couches extérieures. On a I'habitude de définir une zone de transition par la relation

cTAm= Lt

ou t est la période ehm la masse située au-dessus du niveau considgfrdm est de I'ordre

de grandeur de I'énergie interne des couches surmontant le niveau conksidésé I'énergie

rayonnée en une période. On distingue alors trois zones dans I'étoile

1°) une zone interne adiabatique@d Am > Lr. L'approximation adiabatique y est trés bonne.

2°) la zone de transition

3°) une zone externe, fortement non adiabatique,dinm < Lr. Dans cette zone, écrivons
I’équation de conservation d’énergie thermique sous la forme approximative

AL TcSS
Am &

La variation deSL/L dans cette zone s’écrit

A& 3 _sq,TAm§
L L o

Le codficient du second membre est tres petit. On peut donc en conclure que la capacité
calorifique de ces couches superficielles est trop faible pour influéh¢cqui est a peu pres
constant a travers toute cette zone. Ceftenaation doit toutefois étre nuancée lorsqu’un
élément abondant est partiellement ionisé, car le phénomene d’ionisation est encore capable
d’absorber ou de libérer des quantités appréciables d’énergie.

Vu sa faible capacité calorifique, la zone fortement non adiabatique ne peut pas influencer beau-
coup I'excitation ou 'amortissement de I'oscillation. CependangUealculé a partir de I'ap-
proximation adiabatique croit fortement dans les couches extérieures de I'étoile. Ce désaccord
entre le comportement réel de et le comportement déduit de I'approximation adiabatique est
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de nature a fausser le résultat du calcul quasi-adiabatique. On y remédie souvent en excluant la
zone fortement non adiabatique du domaine d’intégration.

MsT dsL ST désL
[ oe- Gram— [ o (oe - Gor)am

On prend souvent comme critére d’arrét de I'intégration I'égalité

or| _oT
~ | T Inonad
avec
oT _( _1)'6,0' ’ 1 d(‘SL
3 T nonad B 0'ch

Il faut reconnaitre que ce procédé est assez brutal. Lorsque le mécanisme d’excitation est situé
dans les régions centrales de I'étoile, on peut Iégitimement espérer obtenir un résultat signifi-
catif. La situation est plus délicate lorsque le mécanisme d’excitation réside dans les couches
extérieures de I'étoile (dans la zone de transition par exemple). Il est alors plus prudent d’inté-
grer le systéme complet d’équations plutot que d'utiliser 'approximation quasi-adiabatique.

Dans le cas ou on intégre directement les équations non adiabatiquestieieedesS/c,

dans I'équation d’énergie thermique est trés grand dans les couches internes de I'étoile, et cela
peut causer quelques problemes pour I'intégration numeérique. lls ne sont toutefois pas insur-
montables. Une autrefticulté provient de la petitesse dé comparé ar, le codficient d’am-
plification risque de ce fait d’étre évalué de facon peu précise. On améliorera alors la précision
de o’ en utilisant I'expression intégrale dans laguelle on aura porté les fonctions propres du
probléme non adiabatique.

10.2 L'excitation nucléaire

Le terme nucléaire a toujours une influence excitatrice sur la pulsation. La génération d’énergie
nucléaire se produit généralement dans les couches internes de I'étoile, la ou I'approximation
adiabatique est excellente. La contribution nucléaire au numérateur flicieoe d’amplifica-
tion s’écrit -

f‘%aedm f(r3 ~)fe, + T3 - l)eT](%p)zedm> 0.
Pour les étoiles de la séquence principal@gcroit tres vite a partir du centre. Seules les régions
centrales participent a cette influence déstabilisatrice. Nous avons vu que les fonctions propres
sont généralement petites dans les régions centrales, cela est défavorable a I'influence excitatrice
des réactions nucléaires qui est en compétition avéiet’'généralement inhibiteur des termes
de transfert (voir plus loin).

Ce mécanisme d’excitation reposant sur la génération d’énergie nucléaire est appelé mécanisme
€.

Pour les étoiles massives de la séquence principale, la pression de rayonnement est plus impor-
tante ef’; plus proche de/8. Cela a pourfet de rendre les fonctions propres moins rapidement
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croissantes vers I'extérieur (poly = 4/3, on adr/r = constante). Cette situation est plus favo-

rable au développement d’une instabilité vibrationnelle d’origine nucléaire. Le calcul confirme

en dfet que les étoiles de séquence principale de masse supérieure a une certaine masse critique
sont vibrationnellement instables. La valeur précise de la masse critique dépend de la composi-
tion chimique et des lois d’opacité et de génération d’énergie utilisées. Elle va dg PO

les étoiles pauvres en métaux a 120-150p@dur les étoiles de population | (Stothers, 1992).
Toutefois, ces étoiles subissent une instabilité plus violente associée aux modes étranges (voir
plus loin).

10.3 Linfluence du terme de transfert

La contribution du terme de transfert au numérateur de I'expressioh slécrit

_fgﬂdm—_fgdil_dr
T dm T dr

oT déL " L - f A - .
T dm est positif (¢fet déstabilisant) siL décroit vers I'extérieur lorsqu&l > 0, c’est-a-

dire si la matiere absorbe la chaleur a haute température et la restitue a basse température. C’est
la condition habituelle de fonctionnement d’'un moteur thermodynamique.

Etant donné la croissance rapide des fonctions propres vers I'extérieur, ce sont les couches
extérieures qui auront le plus de poids dans l'intégrale et plus exactement la zone de transition.
Rappelons toutefois que, dans les couches les plus extériéurtesid a devenir constant (sauf

si un élément abondant est partiellement ionisé).

Essayons d’estimer le signe de la contribution du terme de transfert, 1a ou I'approximation
adiabatique a encore un sens. On a

oT op
T+~ [s- 17
et de I'équation de transfert on tire
d(sT/T)
oL T dr . ,or 6T ok
T~ dant T4
dr

Pour les modes d’ordre peu éleve, on peut négliger le terme en la dérivdg Tet le terme

enor/r, on obtient
oL op

T ~[@- )@ - 1) -« -

Dans des conditions courantes (entre autres, loi d’opacité de Kramers), on a
I'3~5/3, k,~1, «kt=-3,5.

Il vient donc
|(4= k)T -1)-k,|~4>0.
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Tas. 10.1 — Rapport entre le temps d’amplification et la période pour quelques types de va-
riables.

Type de variables .
Céphéides classiques et RR Lyrae 107 a 1¢
6 Sct 1002108
W Vir 10a 20

variables a longue période (Mira)) 1a10

6L/L est donc du méme signe qée/p etéT/T et croit en valeur absolue. Il en résulte que

_£%<O
T dr ’

ce qui montre gque les termes de transfert ont généralemeffitairsibilisant.

Pour que les termes de transfert aient fiateexcitateur, il faut changer le signe du fiagent .

On voit que cela peut se produire si I'une des conditions suivantes est satisfaite.

1°) SiT'3 — 1 est assez petit. Cette circonstance peut se présenter dans une zone ou un élément
abondant est partiellement ionisé.

2°) Si «r est positif, ce qui se produit dans les couches extérieures, a cause de la présence de
lion H™.

Ce mécanisme d’excitation reposant sur 'augmentation de I'opacité lors de la compression

adiabatique est appelé mécanismeéOn I'appelle parfois aussi mécanismequand on veut

insister sur le réle joué par I'abaissementide- 1 dans la zone excitatrice.

Une instabilité vibrationnelle due aux termes de transfert et ayant pour sieége une zone ou un
élément abondant est partiellement ionisé explique la variabilité d’'un certain nombre d’étoiles
variables intrinseques. Le mécanisme siege dans la zone de deuxieme ionisation partielle de
I'hélium (He* =He**) pour les variables de la bande d’instabilité : RR Ly1Cep, W Vir,

RV Tau, 6 Sct. Dans le cas des variables de type Mira, I'ionisation partielle de I'hydrogene
(H==H") serait responsable de I'instabilité et dans le cas des variables dg ypp la cause

serait un accroissement d’opacité d au fer, vers 200000 K.

La table 1 donne I'ordre de grandeur du rapport entre la périastde temps d’amplification
v =1/0".

10.4 Les modes étranges

Cette appellation désigne des modes dynamiques découverts initialement dans des modéles
stellaires tres lumineux et dont le comportement a intrigué certains spécialistes. C’est ainsi que
dans des modéles massifs (50 a 156 B séquence principale, le long d’'une série linéaire ou

le parametre de contrble est la masse, les fréquences des modes étranges éffésnirdint

de celles des autres modes. Aux points ou les fréquences des modes étranges devraient croiser
les fréquences des modes réguliers, on observe soit un évitement du croissroitgd cros-

sing en anglais) soit le développement d’une instabilité (les deux modes dont les fréquences
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se croisent acquierent dé&ss de signes opposés). Dans nombre de cas, les modes étranges
sont fortement non adiabatiques et leur apparition semble étre liée a I'existence d’une pression
de rayonnement bien plus grande que la pression gazeuse et d’'une inversion de densité dans
une zone convective extérieure. L'énergie de la pulsation est confinée dans une petite région
incluant et surmontant l'inversion de densité (mode piégé). Dans les étoiles massives de la sé-
guence principale, ces modes sont responsables d’'une instabilité pour des masses supérieures
une masse critique qui va de 6Q,MourZ = 0,03a plus de 120 M pour les étoiles pauvres en
métaux.

Ces modes étranges seraient également responsables des instabilités violeffitesteui ks
variables LBV. On en a également trouvé dans les étoiles déficientes en hydrogéne, dans les
supergéantes de faible masse, dans les étoiles centrales des nébuleuses planétaires, dans Ie
étoiles de Wolf-Rayet et méme dans les céphéides.

Buchler et al. (1997) ont montré qu’'on pouvait trouver des modes étranges dans des situa-
tions faiblement non adiabatiques (céphéides) et que leur comportement pouvait s’expliquer
en termes mécaniques simples. Les équations de pulsation peuvent se mettre sous une forme
analogue a I'équation de Schrodinger. Les étoiles ou apparaissent des modes étranges se carac
térisent par I'existence d’'une barriére de potentiel (potentiel doit &tre compris comme un terme
jouant dans I'’équation de Schroédinger le méme rdle qu’un potentiel) qui permet de piéger des
modes (les modes étranges) dans les couches extérieures de I'étoile. Le piégeage des modes
étranges explique les particularités de leur comportement. On trouvera un autre point de vue et
une bibliographie assez détaillée dans I'article de Saio et al. (1998).
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Chapitre 11

Le mécanisme de pulsation dans la bande
d’'instabilité et le retard de phase de la
lumiere

Les calculs de stabilité de modeles stellaires dans la bande d’instabilité donnent un accord plus
ou moins satisfaisant avec les observations. Ils montrent que dans la bande d’instabilité, le mode
radial fondamental ou le premier harmonique sont vibrationnellement instables. Cette instabilité
vibrationnelle a pour siege la région de I'enveloppe ou I'hélium subit sa deuxieme ionisation.
La zone d’ionisation de I'hydrogéene, qui coincide grossierement avec la zone de premiére ioni-
sation de I'hélium, contribue également, mais dans une plus faible mesure, a l'instabilité.

Les calculs prédisent correctement la position de la limite bleue (c’est-a-dire la limite gauche
dans le diagramme HR, du c6té des hautes températures) de la bande d’instabilité, mais ils
échouent quant a la limite rouge. Cela provient du fait que lorsque la tempérfirgtive est
élevée, la convection transporte peu d’énergie, alors qu'a tempérdiecdve plus basse, le
transport d’énergie par convection joue un réle important. L'absence d’une théorie satisfaisante
de la convection en présence de pulsatidiitgorobablement a expliquer I'échec de la détermi-
nation de la limite droite de la bande d’instabilité.

La théorie rend compte également de la relation période-luminosité a laquelle obéissent les
céphéides et dont 'usage dans I'estimation des distances stellaires est bien connu. Cette relation
se prolonge méme aux variableSct, comme l'illustre la figure 11.1.

11.1 Existence de l'instabilité

On doit a Cox (1967) une interprétation simple de I'existence de la bande d’instabilité.

L’ionisation d’un élément abondant a poutet d’abaissef; — 1 (figure 11.2) et cela est favo-
rable a une instabilité vibrationnelle due au terme de transfert. Revenons sur cet argument avec
un peu plus de détails. Nous avons établi que, dans I'approximation quasi-adiabatique,

=~ (T - )@k - 1L
Je
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Fig. 11.1 — Diagramme période-luminosité de céphéides et de variél8es pulsant dans le
mode fondamental (Fernie, 1992).
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Fic. 11.2 — Comportement dg— 1 dans la région d’ionisation de Fle’un modele d’enveloppe
stellaire (Cox, 1967).
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Fic. 11.3 — Comportement d&l/L dans les couches superficielles d’'un modéle stellaire (Cox,
1967).

Sila zone d’ionisation se situe dans la zone adiabatique de I'étoile, a la comprétgioaura

I'allure décrite a la figure 11.3. Dans la partie interne de la zone d’ioniséatiotécroit a la
compression. Cette zone absorbe donc de la chaleur a haute tempérafteetat en travail

positif. Cet défet déstabilisant est cependant compensé dans la partie externe de la zone d’ioni-
sation, dans laquelle on peut tenir le raisonnement inverse. Une zone d’ionisation située dans la
zone adiabatique de I'étoile est donc incapable de provoquer une instabilité vibrationnelle.

Une zone d’ionisation située dans la zone fortement non adiabatique est également incapable
de provoquer une instabilité vibrationnelle &r est pratiquement constant dans ces couches
extérieures de faible capacité calorifique (figure 11.4).

La situation la plus favorable pour le développement de linstabilité vibrationnelle se produit
guand la zone d’ionisation coincide avec la zone de transition. Si la pulsation cesse d’étre ap-
proximativement adiabatique dans la partie externe de la zone d’ionisdtitandra a y devenir
indépendant de et le travail positif éfectué dans la partie interne de la zone d’ionisation ne
sera plus compensé (figure 11.5).

Le calcul détaillé confirme cette interprétation. La bande d’instabilité est le lieu, dans le dia-
gramme HR, de coincidence entre la zone de transition et la zone de seconde ionisation de I'hé-
lium. A gauche de la bande d’instabilité, pour des températufestves plus élevées, cette

zone d’ionisation se trouve dans la région fortement non adiabatique. A droite de la bande d’in-
stabilité, pour des températurd$eetives plus basses, cette zone d’ionisation se trouve dans la
région adiabatique. La zone d’ionisation de I'nydrogene vient alors en coincidence avec la zone
de transition mais le réle important de la convection dans le transfert de I'énergie complique le
phénoméne.
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Fic. 11.4 — Comportement d&/L dans les couches superficielles d’'un modele stellaire (Cox,
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Fic. 11.5 — Comportement d&/L dans les couches superficielles d’'un modele stellaire (Cox,

1967).



11. La bande d’instabilité 59

35 @

40—

(b)

6500 K

6000 K -

V; (km/s)

Fic. 11.6 — La pulsation dé Cep : (a) courbe de lumiere, (b) température, (c) rayon, (d) vitesse
radiale (Petit, 1987).
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11.2 Le retard de phase de la lumiere

Selon la théorie adiabatique, le maximum de luminosité devrait correspondre au minimum de
rayon. Mais, pour les variables de la bande d’instabilité, le maximum de luminosité coincide
avec le maximum de la vitesse d’expansion (figure 11.6). Pour une oscillation sinusoidale, le
retard de phase serait donc d’'un quart de période sur la prédiction de la théorie adiabatique.
A cause de l'asymétrie des courbes de lumiére et de vitesse radiale, ce retard est un peu plus
faible. Les calculs détaillés reproduisent bien ce retard de phase et montrent qu’il est di ala zone
d’ionisation de I'hydrogéne. Il peut étre expliqué par une théorie linéaire simple (Castor 1968
et 1971, Cox 1980). Nous n’en donnons que les grandes lignes ci-dessous.

Bien qu’elle corresponde a des températures s’échelonnant entre 8000 K et 15000 K, la zone
d’ionisation de I'hydrogene est trés étroite et correspond a une faible fraction (de I'ordre du
vingtieme) de I'échelle de hauteur de pression. Cette zone d’ionisation peut donc étre considé-
rée comme une discontinuité (comme un changement de phase). Au cours de la pulsation cette
discontinuité se déplace a travers la masse de I'étoile. Supposons gu’au-dessous du front d'io-
nisationsL soit en opposition de phases aviec Au minimum de rayongL > O sous le front
d’ionisation. Celui-ci absorbe de I'énergie et se déplace donc, a travers la masse de I'étoile, vers
I'extérieur. Ce n’est qu’un quart de période plus tard, quélngasse par 0 sous le front d’ioni-
sation, que celui-ci atteint sa position la plus extérieure. Or les couches de I'étoile surmontant
le front d’ionisation ont une structure trés simple qui dépend essentiellement de la position du
front d’ionisation. C’est pourquoi la températuregtive est en phase avec la position du front
d’ionisation et atteint son maximum lorsque celui-ci atteint sa position la plus extérieure.

Ce mécanisme responsable du retard de lumiere ne peut pas exister dans les étoiles dont la
température fective est supérieure K. Ceci est conforme aux observations : les variables
de typeB Cep ne présentent pas de retard de phase.

Note

Le potentiel d’ionisation de H est de 13,6 eV. Pour I'hélium, il est de 24,6 eV pour la premiére
ionisation et de 54,4 eV pour la seconde. La zone de seconde ionisation de I'hélium se situe
a une température d’environ 40000 K, tandis que la zone d’ionisation de I'hydrogéne se situe
vers 10000 K.
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Chapitre 12

Stabilité séculaire

Le temps caractéristique d’évolution d’'un mode séculaire est de I'ordre de grandeur du temps
d’Helmholtz-Kelvin. On ne peut donc pas envisager d'utiliser 'approximation adiabatique. Par
contre le terme d’accélération, c’est-a-dire le termesgrpeut étre omis dans I'équation de
mouvement. Cela revient a négliger un terme de I'ordrérdg/Tik)?, comparé aux autres
termes de I'équation. L'omission de ce terme ne simplifie malheureusement pas l'intégration du
systeme dtérentiel, d’ordre 4, en variables complexes.

Pendant longtemps on s’est contenté d’'un critére simple de stabilité séculaire, qui peut étre
considéré comme une approche grossiéere du probleme. Nous exposons ce critere ci-dessous.

Pour obtenir la valeur caractéristiqsel’'un mode séculaire, on peut négliger le tergiale
I’équation cubique obtenue dans un chapitre précédent. Il vient alors

B ‘fag-l) (e—gﬂjdm
Y flelE

or |?
- ——[(81 - 4)P] |—
- ler- P2
L'approximation consiste a prendre comme fonction propre une perturbation décrivant une
contraction homologue du modele.

4-3pP
N __q %_g P_, o _ 3
r p P T Py

SL/L est donné par I'équation de transfert et se réduit &

On obtient

P
E(kr + e — 4)},

. Gmdm s . . - e
ouQ =— . est I'énergie potentielle gravifique de I'étoile.

On notera les points suivants.
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1°) s~ 1/t
2°) En supposant le modele dynamiquement stdble-(4/3), le critere de stabilité s’écrit

P,

3k, + 36, + 4 + (kt +er —4)>0.

T

12.1 Gaz parfait

Pour un gaz parfait, le critéere de stabilité prend la forme
3k, + k1 + 3€, + €7 > 0.
Pour une étoile de la séquence principale, prenons
k,=1, kr=-3,5, =1

er varie selon la température et les réactions nucléaires considérées. Citons néanmoins quelques
valeurs typiques. Pour la chaine du proten,~ 6 vers5.10°K et pour le cycle du carbone

er ~ 13vers5.10°K. Le critére de stabilité séculaire est donc satisfait. On l'interprete physi-
guement dans les termes suivants. Considérons une contraction homologue de I'étoile, réalisée
sufisamment lentement pour que I'équilibre hydrostatique soit assuré a chaque instant (il faut
évidemment supposer gu’une transformation homologue d’'un modéle d’équilibre est encore un
modéele d’équilibre). Elle est décrite par

r P T
5_:_1’ 6_p:3 6_:4’ 6_:1
r o P T
On a alors 5 sL
S_T:3KP+KT+36F,+6T>O.

Si cette quantité est positive, cela signifie que le supplément de production d’énergie nucléaire
résultant de I'accroissement de densité et de température ne peut étre entierement compensé
par un accroissement de la luminosité. Il s’ensuit un accroissement de température. La pression
s’accroit également et s’oppose a toute nouvelle contraction du modele.

12.2 Matiere dégénérée

On a, a présent,
P,~5/3, Pr=0

et le critére de stabilité s’écrit
er+kt—4< 0.

Dans la matiere dégénérée, le transfert d’énergiffegie par conduction et on a (pour la

matiere fortement dégénéree)

2

ko p?T? et kr~2
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On voit que la présence de combustible nucléaire dans la matiere dégénérée conduit a une
instabilité séculaire. On interpreéte physiquement cette instabilité de la maniere suivante. Dans
la matiere dégénérée, la pression est presque indépendante de la température. Considérons don
une perturbation décrite par

or 4 P
o _op_oP _o T _4
o, P T
On a
oe oL

?_T:€T+KT_4>O.

Un accroissement de la température accroit la production d’énergie nucléaire. Comme cet exces
d’énergie ne peut pas étre entierement évacué par la luminosité, il en résulte un accroissement
de température. Celui-ci est sarfieésur la pression, la structure hydrostatique de I'étoile ne
réagit pas et I'accroissement de température produit un nouvel accroissement de la production
d’énergie nucléaire. Le phénoméne amorcé s’emballe et ne s’arrétera que lorsque I'accroisse-
ment de température serdisant pour lever la dégénérescence.

12.3 Application a I'’évolution stellaire

La notion de stabilité séculaire permet de comprendre, ou du moins d’éclairer, certains pro-
blemes de structure et d’évolution stellaire. Notons que les modéles séculairement instables ne
peuvent pas représenter des étoiles au cours de leur évolutiofieEfigpparition d’'une insta-

bilité séculaire signifie que I'’hnypothese d’équilibre thermique n’est plus justifiée et que I'étoile
va réajuster sa structure sur une échelle de temps thermique.

Le probléme de I'unicité des modéles stellaires est intimement li€ a celui de la stabilité séculaire.
Considérons un modele stellaire en équilibre hydrostatique et thermique de masshkItetale

de composition chimiqug(m). Ce modele satisfait a quatre équation$édentielles et quatre
conditions aux limites. En général, ces équations n'admettent pas d’autre solution de méme
masse et de méme composition chimique au voisinage de ce modele. Localement, le modéle est
unique. Considérons le cas exceptionnel ou il existe néanmoins une solution voisine du modéle
considéré et décrivons-la par or, p+dp, P+6P, ... Les grandeurdr, 6p, 6P, . .. satisfont aux
équations de structure linéarisées, qui sont identiques aux équations de stabilité séculaire avec
s = 0. Ainsi l'unicité locale du modele stellaire est violée lorsqu’il existe un mode séculaire de
valeur propre nulle.

Le concept de série linéaire a été introduit par Poincaré en mécanique, mais son usage s'avere
intéressant également dans I'étude des structures stellaires et de leur stabilité séculaire. Il va
permettre de donner une vue plus concréte des notions qui précédent. Considérons une famille
de modeles a un paraméttépar exemple, la séquence principale est une série linéaire de pa-
rametrel = M et de composition chimique homogép@n) = yo). On représente généralement

une série linéaire a I'aide d’'un diagramrfie X) ou X est une caractéristique du modele. Cette
représentation est appelée diagramme de bifurcation. Pour la plupart des valguns odedéele
d’équilibre peut étre prolongé continlment et de facon unique au voisinagé._de valeurs de

A pour lesquelles cela n’est pas possible ou n’est pas possible de maniére univoque sont appe-
|ées points critiques. En ces points critiques, I'unicité locale du modéle stellaire est violée et le
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Fic. 12.1 — Diagrammes de bifurcation avec une valeur crititje

modele admet une valeur propre séculaire nulle. Il est donc fréequent d’observer un changement
de stabilité en un point critique. Si on représente en trait plein les modeéles stables et en trait
discontinu les modéles instables, la figure 12.1 illustre des allures typiques d’un diagramme de
bifurcation au voisinage d’un point critique.

Considérons la séquence principale de I'hélium, c’est-a-dire la famille de modéles chimique-
ment homogenes essentiellement constitués d’hélium et bralant I'hélium dans les régions cen-
trales. Cette séquence principale présente moins d’intérét que la séquence principale d’hydro-
géne. Néanmoins de tels modeéles peuvent représenter les restes d’étoiles originellement plus
massives, ayant développé un noyau d’hélium et ayant perdu leur enveloppe riche en hydrogéne.
Le diagramme de bifurcation de cette série linéaire est donné a la figure 12.2 Cette série linéaire
présente deux points critiques. La premiére branche, notée He-MS, constitue la séquence prin-
cipale. Elle se raccorde a une branche intermédiaire instable, He-int, qui se prolonge jusqu’'a
la masse limite de Chandrasekhar, voisinelgé M, (5,836 My/u2, ol ue est le poids mo-
léculaire par électron, proche de 2 pour une naine blanche). Vient ensuite une branche stable
appelée branche des naines blanches (WD), il s’agit de modeles en équilibre thermique, a ne
pas confondre avec les modéles de naines blanches en cours de refroidissement.

Pendant la phase de séquence principale, le noyau de I'étoile s’appauvrit en hydrogéne et s’en-
richit en hélium. Les réactions nucléaires finissent par s’arréter dans le noyau et se poursuivent
dans une couche entourant celui-ci. Le noyau est alors isotherme et sa masse s’accroit au cours
du temps. L'étoile est alors constituée d’'un noyau d’hélium pratiquement pur représentant une
fractiong. de la masse totale, le reste de I'étoile ayant gardé sa composition initiale. Cette phase
de I'évolution peut étre représentée schématiquement par une série linéaire de pajaratre

figure 12.3 montre I'aspect du diagramme de bifurcation pdtémintes valeurs de la masse to-

tale. Lorsque le noyau d’hélium grossit, le modeéle atteint un point critique ou une valeur propre
séculaire s’annule et change de signes. La masse du noyau correspondant & ce point critique est
la masse limite de Schdnberg-Chandrasekhar. La fraction de masse contenue dans le noyau est



12. Stabilité séculaire 67

- He-MS

MiM,

Fic. 12.2 — Diagramme de bifurcation de la séquence Les cercles indiquent les points critiques
(d’aprés Kippenhahn et Weigert, 1990).

Ig R,

M=3 M=2
- —
//// ///
T T T
et ez de et ez de
Ig R, Ig R,
M=1.6 M=1
<
T
et ez dc de

Fic. 12.3 — Diagramme de bifurcation de la série linéaire des modeles ayant une fradien q
leur masse dans le noyau isotherme, potiédeéntes valeurs de la masse totale (Kippenhahn,
Weigert, 1990).
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Cool star

Fic. 12.4 — Modéle de nova (Robinson, 1976).

White dwarf

Accretion disk

alors donnée approximativement par

2
qC2 = Oa 37(/1_8) H
Hc

ou ue et uc sont respectivement les poids moléculaires moyens de I'enveloppe et du noyau.
Lorsque I'étoile atteint ce point critique, elle est au seuil de I'instabilité séculaire et son évo-
lution ultérieure ne peut plus étre décrite par un modéle en équilibre thermique (on ne trouve
de modéele en équilibre thermique awvgc- ¢, que sur l'autre branche stable). L'évolution se
poursuit alors sur une échelle de temps thermique, le noyau se contracte et cesse d’étre iso-
therme. Le point représentatif de I'étoile dans le diagramme HR se déplace rapidement vers la
droite, vers la région des géantes rouges. On notera que pour les étoiles de masse supérieure a
6 M,, la limite de Schénberg-Chandrasekhar est déja dépassée lorsque s’installe la combustion
de I'hnydrogéne dans une couche. Dans ces étoiles, un noyau isotherme ne se développe pas et la
description simplifiée ci-dessus est inadaptée. D’autre part, pour les étoiles de masse inférieure
al, 4 M, il n'y a plus de point critique.

Lorsqu’elles bralent I'hélium dans les régions centrales, les étoiles dg 8tMlus (la limite

est sensible aux détails de la physique) atteignent la limite de la stabilité séculaire et voient
leur évolution s’accélérer a un moment ou elles décrivent des boucles dans le diagramme HR.
La vitesse a laquelle elles traversent la bande d’instabilité a des conséquences directes sur le
nombre de céphéides.

La remarque concernant l'instabilité de la combustion nucléaire dans la matiere dégénérée peut
aider a comprendre certaines phases de I'évolution. Dans les étoiles de masse inférieure a
2,2 M., le noyau d’hélium qui se forme pendant la phase de séquence principale atteint des
densités sflisantes pour subir la dégénérescence. Lorsque la température du noyau atteint des
valeurs de l'ordre dd.(® K, la réaction3a de combustion de I'hélium démarre au sein de la
matieére dégénérée et s’emballe. Cette instabilité thermique, appelée flash de I'hélium, cesse
lorsque la température devientisamment élevée pour lever la dégénérescence.

L'explosion d’'une nova est due a une instabilité thermique du méme type. Une nova est un
systéme binaire dont une composante est une naine blanche. L'autre composante, plus froide,
remplit complétement son lobe de Roche et perd de la matiére (voir figure 12.4). Celle-ci est
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capturée par la naine blanche apres avoir transité par un disque d’accrétion. De la matiére riche
en hydrogéne s’accumule progressivement a la surface de la naine blanche. Lorsque la tempéra-
ture a la base de la matiere accrétée efssumment élevée, les réactions nucléaires démarrent,
deviennent explosives et expulsent les couches superficielles de I'étoile.

Note

L'énergie potentielle gravifique d’'une étoile se calcule de la fagon décrite ci-dessoud.|8oit
potentiel gravifique. On a

do _ Gm
dr ~ r2’

GM
OR) = ——.

L'énergie potentielle gravifique s’écrit

1 1 dm
Q_Efd)dm_ifd)mdr.

On intégre par parties

o - 6™ 1 md;"dr__}GMz_}f%d,
- 2 R 2 dA- 2 R 2 r2
1GM?2 1 d, 1
- 3ok +3 ) o)

On intégre a nouveau par parties et on obtient
Gm
Q = —‘[T dm
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Chapitre 13

Oscillations non radiales

13.1 Coordonnées sphériques, rappel

Rapppelons les relations entre coordonnées sphériques et coordonnées cartésiennes :

r sindcosy,
rsingsing,
r cosf.

z

Nous utiliserons la base cartésienne lo@les,, €;,. Notons les expressions différentielles de
ces vecteurs :

dé = & df+sing&,dy,
dg = -8 df+cosh€;dg,
dé, = —(Sin6& +coshé&;)de.

Les expressions des opérateurf$&ientiels appliqués aux coordonnées ou aux vecteurs de base
se déduisent aisément des relations précédentes.

gradr = &, divér:%, roté& =0,
gradd = lé{.}, diveg, = :r—Lcotge, rotg, = %é¢,
gradg = Elln—gé(p, divé, =0, rotg, = %cotg@é( - %ég.

Soita un champ scalaire @un champ vectoriel. Nous écriroasous la forme

d= a8 + a6 + ay6;.

On obtient aisément

oa 10« 1 o«
grader = 58+ 150 t Feingag ™
109, o, day
dva = ﬁg(r ar)+ rsinea_e(a(’sme)Jr rsing o¢ °
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zZ
A
e
P\W ¢
r o
0
0
y
¥
P)
X
Fic. 13.1 — Les coordonnées sphériques.
1 0 . 1 oda 1 da 10
td = — — 0) - ——— — — — ——
o [r5|n060(a¢sm) rsing 0¢]ér+[rsm6 dp ror (ra¢)]é9
10 19a;
+ Fﬁ(rae)_FE]é"”

Aa = 19 (28], 9 sinea—a +;82—a
~r29r\ or)  r2sinfoe 0]  r2sirtgop?

Nous poserons

5 1 (. 0 1 92
=————|sinf— |- ———,
sind 06 0]  sin? g 0¢?
ou on reconnait I'opérateur carré du moment cinétique utilisé en mécanique quantique. C’est,
en quelque sorte, la partie angulaire du laplacien (on I'appelle parfois legendrien).

10 (,00\ 1,
== —[rP=|-=Ll%.
¢ rzé‘r( ar) - @

Rappelons que les fonctions sphérig¥ggo, ¢) sont les fonctions propres dé :

L2Yim(0, ) = €(€ + 1)Yim(6, ) -

13.2 Equations aux perturbations

Intéressons-nous a une perturbation dépendant du temps par un &ctearivons le vecteur
déplacement sous la forme

Er):érér+rdeég+r5¢ SiNGE;.
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. . e s ;. - .
On sera attentif aux notations utilisée® ne désigne pas le module diemais sa composante
radiale.

En utilisant des perturbations eulériennes, les équatidféreintielles du probleme s’écrivent
de la facon suivante.

Equation de continuité :

do r2s d6¢
"+ or — singéd) + — ¢ = 0.
pvor e p{ S+ o 2 sinase) + 25
Equations de mouvement :
o»  pdP  19P’
gor = — —— -,
' ar p2dr  por
100" 1 0P
rop = —Z— - =
' rog pr oo’
1 00 1 oV
rsingép = —— -— .
¢ rsing d¢  prsing d¢
Equation de Poisson :
10,00\ 1., .
—ZG—(I’ ar )—r—zl_ ()] —47TGp .
Equation d’énergie :
. ds Cop1d
ST(S +6I‘ a) = € +—zﬁa(r F)
r2orV 969 Fo " Fsing a¢
Equations de transfert :
dT oT’
Flo= -V— -2
' dr or’
10T’
F,= 22
0 r oo’
A 0T’
Fo= 40T
rsind o¢

ExprimonsP’ et T’ en termes de’, S’ et des composantes du déplacement. Il reste alors 9
fonctions inconnuesy’, S, or, 66, o¢, F{, F;, F; et®’ qui doivent satisfaire 9 equations aux
dérivées partielles.

Ce probleme est assez compliqué. En particulier, il n’est pas facile d’écrire des conditions li-
mites en surface pour les composantes du flux. Nous nous limiterons a I'étude des oscillations
non radiales adiabatiques. L'équation d’énergie est remplacétSparO. Il n’est plus néces-

saire de détermind¥’ et I'équation de transfert devient inutile.
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60 etd¢ peuvent étre tirés des équations de mouvement :

1 oy

0 = —— 2

0 r2 96’
1 oy
op = ———————=,
P = T grzsiteds

ou nous avons pose, pour simplifier I'écrituges @ + P’/p. On substitue ces expressions dans
I’équation de continuité :
do

p+5rd—+ (r25r)+ L%y = 0.

Développonsr, @', o’ et P’ en séries de fonctions spherlques :

) €
or(r,0,6,0) = > > 6um(r)Yum(6, 9)€,

=0 m=—¢

Dans les equations aux dérivées partielles, les dérivations par rappett¢gan’apparaissent
que dans I'opérateur?. Or les fonctions sphériques sont fonctions propres de cet opérateur. Il
en résulte que les équations se séparent. Il reste des équatfénsntiielles pour les fonctions
radialessr m(r), ...Nous obtenons pour chaque couffan) un systéeme diérentiel du 4éme
ordre de la forme suivante (nous avons omis les indicssn) :

p€(€+l)( ’)
+—|=0,
s?r2 o

Q' pdp_1dP

S’Zér:_dr +p2dl' pdr’
1d (rzd(D’)_f(€+1)

o +5r3—+ (r26)

—— O = 4nGp’ .

r2dr\ dr r2 p

Nous devons encore spécifier les conditions aux limites que doivent satisfaire les solutions de ce
systeme. Emn = O, certains cofficients du systémefiiérentiel sont singuliers. Nous imposerons

aux solutions de rester régulieres. Un développement en série montre qu’on doit imposer deux
conditions limites au centre et qu’on a, en son voisinage,

orocrtt, P etd orf.

A la surface de I'étoile, on imposera la conditi®® = 0. Il est inutile de réiner cette condition
lorsqu’on utilise I'approximation adiabatique. On imposera également la continuité du potentiel
gravifigue et de son gradient. Pour I'exprimer, notons qu'a I'extérieur de I'étd{lgnous
utilisons l'indicee pour désigner la solution extérieure) satisfait a 'équation de Laplace

1d ( 2d<I>’) o+ 1

— = =0
r2dr dr r2 ’

dont la solution réguliere (c’est-a-dire qui tend vers zéro a I'infini) s’écrit

D, —A
e e+l
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ouU A est une constante.

Exprimons la continuité du potentiel et de sa dérivée par rappoétla surface de I'étoile.

0D = 6D,

6d(D 3 6d<De
dr  “dr’

Ou encore
D +6r— = D, + or ,
dr € dr
do’ d’0  do, d’d,
+ or = or .

+
dr dr? dr dr?
On notera que les dérivées premiéres du potentiel sont égales

do  dd,

dr  dr’
En ce qui concerne les dérivées secondes, on n’'a I'égalité que si la densité s’annule en surface.
On a, en €fet,

d’d, 2dd,

— +-— =0,
dr2 r dr
d’d 2dd
— + —— =471Gp.
drz  r dr P
En soustrayant, il vient
d’d, d*d
- —— = -4nGp.
dr2 dr2 e
Les conditions de continuité donnent donc

A

= rt’j’

do’ (t+ 1A
dar 2

L'élimination de la constant& donne la condition cherchée

do’ ¢+1
ar +%CD’+4JTGp5r:O.

’

—4nGp or .

On a ainsi a résoudre, pour chaque coyple), un systéeme diiérentiel homogéene avec condi-
tions limites. Pour une valeur arbitraire glgl n’existe pas d’autre solution que la solution nulle.
On n’obtiendra de solution non nulle que pour certaines valeurs particuliészgde nous ap-
pellerons valeurs propres. Pour chaque co@flm), il en existe une infinité dénombrable que
Nous noteronSgm.

L'indice m ne figure pas dans les équationfiéhentielles, ni dans les conditions limites. Par
conséguent on a
Skem = Sken -
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Les valeurs propres peuvent donc étre notées par deux indices seugme@itaque valeur

propre correspond ainsiZ{ + 1 valeurs diférentes den, donc a2¢ + 1 modes diférents d’os-

cillation non radiale. On dit gu’elle est dégénégfe+ 1 fois. Les fonctions propres décrivant

ces2¢ + 1 modes ont le méme facteur radial et nff@tient que par leur facteur angulaire. Cette
dégénérescence est due a la symétrie sphérique de la configuration d’équilibre. On la rencontre
egalement dans la théorie de I'atome d’hydrogene en mécanique quantique. On peut établir
I'existence de cette dégénérescence par des méthodes de la théorie des groupes. Cette dégéné-
rescence peut étre levée par un facteur qui brise la symétrie sphérique, tel que la rotation.

13.3 Lapproximation de Cowling

Dans les oscillations non radiales, les perturbations du potentiel gravifique sont, en général,
assez petites. Cela est surtout vrai pour les modes d’ordre &leué €levés). Sion les néglige,

on obtient un systeme fiérentiel du second ordre, plus facile a étudier. C’est I'approximation
de Cowling.

, do pd, , ¢+ 1P
p-l-(sra-l-ﬁa(rér)-l-T:O,
"dP  1dP
2or=2"_ 220
or p2dr  pdr

Supposon§’; constant et faisons le changement de variables
v = r2er PV w =P/ /P,

En posans = —ico, il vient, aprés quelques calculs,

dV ( L? 1) rZPZ/Fl
c(ijr - \g2 pcz
W 2 o P
ar = @My

Aux limitesr = 0 etr = Ron doit imposer = 0. Les paramétrek, et n ont les dimensions
d’une fréquence. Ce sont respectivement les fréquences de Lamb et de Brunt-Vaisala ; elles sont
définies par les relations

et n?=-Ag,

avec

dlnp_idInP
dr r, dr -~

Rappelons que le critere de stabilité vis-a-vis de la convection (critere de Schwarzschild) s’écrit
A<Ooun?> 0.

A=

SiT; n'est pas constant, on obtient un systeme de la méme forme par un changement de va-
riables plus compliqué.
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Chapitre 14

Modes non radiaux

14.1 Orthogonalité des fonctions propres

Nous avons vu précédemment que I'équation de mouvement d’'une perturbation adiabatique
pouvait se mettre sous la forme

o2t = Lﬁ,

ou L est un opérateur auto-adjoint relativement au produit scalaire

(d,V) = fpct-6dv.

Les propriétés établies alors s’appliquent donc aux oscillations non radiales adiabatiques. En
particulier, les fonctions propres de ce probléme peuvent étre choisies orthogonales. On notera
gue les fonctions propres correspondant a une méme fréquence mais d'tholicaglifférents

sont orthogonales du fait de I'orthogonalité des fonctions sphérigues

14.2 Composantes du déeplacement

Pour un mode donné, on a

of = Or & +ro0e& +rsinfopé,
1 [0y 1 oy
=6 — [Ze + —Zg,)|,
e+ ro-z(aeéeJr sing g *
or = 6r(r) Yam(6. ¢) €,

x = x(r)Ym(8,0) e,

On écrira
5t = (a(r)e + b(r)ij) e,
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avec
a(r) = or(r),
_ X0
o) = X0,
€ = Ym(0.0)&,
]7 _ angéH + 1 ang _ aYg,mé;) + ing’mé

90 sing d¢ 90 sing "

On notera que

f|n|2dQ = {(¢+1).
La derniére égalité se justifie comme suit

8Y :

f|n|2dQ = f "m |ng|]sm9d0
aYt’m
= fo d¢{[sm0 Yim—— % ]
1 9,. 0Ym me —
+f0 [—WG—H(SIHHW) + Si—nzngm:IY[mS|n9d9}.

Le terme intégré est nul et

[18

.0, m?
_sinea_e(s'ng gm) Sirk e Yfm] = L?Yym = €(£ + 1)¥em.

Il vient donc

21 T
f Inl2dQ = £(¢ + 1) f de f IYeml? SiNG O = £(¢ + 1)
0 0
f or[2dm = f pré[a® + (¢ + 1)o?[dr

14.3 Modesp,getf

et finalement

Le systeme dférentiel décrivant les oscillations non radiales d’'une étoile ne peut étre résolu
analytiquement que dans le cas (fort peu réaliste) du modéle homogene. Cette étude met cepen-
dant en évidence lesftiérents types de modes non radiaux. Nous décrivons donc ci-dessous les
modes non radiaux du modele homogeéne (voir figure 14.1).

Pour chaque couple d’indices,ifh), on obtient une infinité dénombrable de modes instables
(02 = —<% < 0). Les valeurs de? possédent un point d’accumulation en 0. La force d’Archi-
méde joue un réle prépondérant dans la dynamique de ces modes. lls sont de la méme nature
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81 82 B384 M4 f P, Pz Pjg
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g

Fic. 14.1 — Fréquences des modes non radiaux du modéle homogene.

gue les ondes internes de gravité. lls décrivent en fait I'instabilité du modele homogéne vis-a-vis
de la convection. On les appelle modg® = gravité).

Il existe également une infinité dénombrable de modes stabfes (-s> > 0). Les valeurs

deo? ne possédent pas de point d’accumulation a distance finie. Les forces de pression jouent
un réle dominant dans la dynamique de ces modes. lls sont de méme nature que les ondes
acoustiques. On les appelle moge& = pression).

Enfin lorsquef > 1, il existe un mode stable, de fréquence inférieure a celles des npo@es
I'appelle modef (f = fondamental).

Pour des modeles plus réalistes, le systerfférintiel est trop compliqué pour une discussion
analytique (voir toutefois ci-dessous). De nombreuses intégrations numeriques montrent que
les modes non radiaux de modeles physiques peuvent étre classés selon un schéma analogue
celui du modéle homogéne. Ce schéma est exactement le méme si le modeéle est entierement
convectif. Si le modéle est entierement radiatif, les mapssnt stables. Leurs fréquences sont
inférieures aux fréquences du moflet des modep et possedent un point d’accumulation

en0. Si le modele posséde a la fois des zones radiatives et des zones convectives, on trouve
deux spectres de modgsles uns stables, les autres instables, comme cela est représenté a la
figure 14.2. Les modegstables sont désignés par la notatipret les modeg instables par la
notationg-.

Dans I'approximation de Cowling, on peut démontrer rigoureusement I'existencefifrsiulis

types de modes. De facon moins rigoureuse, on peut observer que pour les valeurs élevées
de o2, en négligeant le terme elyo?, on a un probléme de Sturm-Liouville avdc= o

comme parametre. Les solutions correspondantes sont les ipoéear les petites valeurs de

o2, en négligeant le terme er?, on a un probléme de Sturm-Liouville avéc= 1/02 comme
parameétre. Les solutions correspondantes sont les ngodes

La nature physique des modes non radiaux peut étre décrite comme suit. Les preates

des ondes acoustiques. Les mogeslécrivent I'instabilité convective. Les modgs sont des

ondes internes de gravité. Dans les modéles trés condensés, lesmedtiEssmodeg™ d’ordre

Kk peu élevé peuvent présenter un caractere mixte et se comporter comme des ondes de gravité
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1
+ o+ Tt
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Fic. 14.2 — Fréquences des modes non radiaux d’'un modele physique.

Tas. 14.1 — Quelques caractéristiques de modes non radiaux defdedrédu modele standard.

mode w &s/ée (X)

O10 0,567887 3,9773) | 0,299
gs 1,34992 -2,518(-2) | 0,280
o 1,68171 5,521(2) | 0,278
o1 2,21688 -0,2399 0,292
f 2,85926 3,6763 0,493
p1 3,90687 -57,34 0,702
p2 5,16947 2130 0,735
Ps 6,43999 | —4532 0,742
P10 15,2849 4204 0,739

dans les régions centrales de I'étoile et comme des ondes acoustiques dans les régions externes.

La table 14.1 donne, &s/&. et(x) pour quelqgues modes non radiaux du modele standard (po-
lytrope d’'indice3 avecl’; = 5/3), avec

5t f X|or [2dm
=x"'= et (Xy=*———

R f ioF[2dm

Les figures 14.3 a 14.7 donnehpour quelques modes non radiaux du modele standard. On
notera que les modgs tout comme les modes radiaux, ont des amplitudes croissantes dans les
couches extérieures de I'étoile. Les modeau contraire, ont leur maximum d’amplitude dans

les régions centrales.
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Fic. 14.3 — Modéle standard, mode d’oscillation non radiate2, p;.
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50 -

0

0.0 0.5 X 1.0

Fic. 14.4 — Modéle standard, mode d’oscillation non radiate2, p..
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2 O T T T T T T T T

0.0 0.5 X 1.0

Fic. 14.5 — Modéle standard, mode d’oscillation non radiate2, g;.

0.0 0.5 X 1.0

Fic. 14.6 — Modéle standard, mode d’oscillation non radiate2, g».
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2 O T T T T T T T T
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Fic. 14.7 — Modele standard, mode d’oscillation non radiate?2, f.
14.4 Modes sphéroidaux et modes toroidaux

Les modes radiaux et non radiaux étudiés jusqu’ici forment-ils un ensemble complet? Nous
allons montrer que ce n’est pas le cas et nous indiquerons comment compléter cet ensemble.

Un champ vectoriel quelconquipeut étre décomposé de la fagcon suivante,

U = gradg + rotv.

Sous certaines conditions (comportement des champs a I'infini), cette décomposition est unique.
Le termegrad¢ est appelé composante longitudinale du chanmptetest sa composante trans-
versale. A son tour, la composante transversale (ou solénoidale) peut étre décomposée comme
suit,

rotv = rot(y&) + rotrot(y&).

le termerot(y€ ) est un champ toroidal edt rot(y€ ) est un champ poloidal.
Un champ vectoriell peut ainsi étre décrit a I'aide de trois potentiels scalaftgsety.
d = grad¢ + rot(y&) + rotrot(y&).
En développant le terme poloidal, on peut encore écrire
U= a8 + grads + rot(y€ ).

On notera que, dans les deux expressions, le terme toroi¢ad ) est univoquement défini par
la donnée du champ vectorigl

R . L= )z . vs
Nous allons a présent exprim&@rsous cette forme. L'équation de mouvement s'écrit

&or = — gradd’ — }gradP’ + £ gradp.
p p?
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En utilisant la relation adiabatique et I'équation de continuité, il vient

&5t = —grady + GAdivor,

/

X = ¢,+_’
o

p
Il

1 1
; grado — P gradP.

=4
On a donc exprimér sous la forme

or = a& + grads,
avec

a = CAdiver/s,

B = —x/¥.

Les modes non radiaux que nous avons considérés jusqu’ici ne possedent pas de composantes
toroidales. Il est clair qu’ils ne peuvent donc pas former un ensemble complet. Pour obtenir un
ensemble complet, nous devons considérer également les modes de fréquence nulle qui ont été
négligés dans ce qui précéde. Nous ne développerons pas ce point de maniere détaillée.

Les modes de fréquence nulle sont indivergentiels. Nous en distinguerons deux classes.
1. Il existe trois modeg = 1, m = -1, 0, 1 de type sphéroidal. La composante radiale est
une constante non nulle. lls décrivent une translation de I'étoile.

ONm e+ 1 0Ym

H
or= a{Y[mé, "0 sing ¢

é,,} = vecteur constant.

On pourrait, formellement, les considérer comme les mddésdegre = 1.

2. Il existe une infinité de modes toroidaux. lls sont caractérisés par I'absence de déplace-
ment radial. lls sont de la forme

1 0Ym g - OYem }

H
or= a(r){simﬁ) O 90

Les déplacement horizontaux et indivergentiels ne perturbent évidemment pas I'équilibre
hydrostatique de I'étoile et on a

o =0, P=0 @& =0.

. - N . N . -
Les fonctions propresr du probléme radial et du probleme non radial (modes de fréquence
nullegt modes de fréquence non nulle) forment un ensemble complet. Tout champ de déplace-
mentér peut étre exprimé sous la forme d’'une série dont les termes sont des éléments de cet
ensemble.
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14.5 Expression asymptotique des fréguences

L'étude du comportement asymptotique des modes non radiaux est plus compliquée que celle
des modes radiaux, méme dans I'approximation de Cowling. A partir des équatioret @en
obtenues précédemment, on peut écrire une équation du second ovdoe enw. Outre les
singularités au centre et a la surface, on a également une singularité mobile au pdint o

dans le premier cas et une ou des singularités mobiles aux poinfs-eir’ dans le second cas.
Comme pour I'étude asymptotique des oscillations radiales, le modéle est découpé en plusieurs
domaines contenant chacun une singularité. Les solutions approchées obtenues dans chacur
des domaines sont ensuite raccordées continlment. Nous nous contenterons de donner san:
démonstration les approximations d’ordre le plus bas qu’on obtient pour les fréquences.

On obtient, pour les modgs

27271
tdr
o C

1
k+£+%+—)n

)

O ~

ou ne est l'indice polytropique fectif des couches superficielles. PduE O, cette expression

se réduit a celle que nous avons obtenue précédemment pour les modes radiaux, NnUMErotés
comme ils I'ont été. On notera également I'équidistance et les superpositions approximatives
de fréquences données par

Ok+1) — Ok ~ Cle, Ok X Ok-1)+2 et okie1 = (o) + o))/ 2.

Pour les modeg®, les fréquences asymptotiques sont données par des expressions qui font
intervenir la fréquence de Brunt-Vaisala et dont le détail dépend de la succession des zones
convectives et radiatives dans le modéle. Dans le cas d’'un modéle entierement radiatif ou entie-
rement convectif, elles sont données par

£ Ne 1)
- T

VIT+T) (k "

~

2 2 4
ol fﬂdr
r

Pour les autres cas, on consultera I'article de Tassoul (1980). On notera que pour legfmodes
d’ordre élevé, ce sont les périodes qui sont approximativement équidistantes.

Références

L'exposé de Smeyers (1984) sur les modes non radiaux est particulierement intéressant.

Pour plus d’'informations sur la nature physique déiedents types de modes on pourra consul-

ter sur les articles de Scuflaire (1974ab). Tolstoy (1963) a donné un exposé remarquable de la
théorie des ondes planes dans un milieu de géométrie trés simple. On retrouve dans ce contexte
les mémes types d’ondes qu'ici.
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Pour une étude rigoureuse des équations d’oscillation non radiale, dans I'approximation de
Cowling, aved; variable, on consultera 'article de Gabriel et Scuflaire (1979). On y montre
I'existence des modgs g* et f. On trouvera dans Christensen-Dalsgaard et Gough (2001) une
réflexion intéressante sur la classification des modes non radiaux et une étude diipoode

=1

On trouvera une discussion détaillée de la décompositie?ﬁ de ses composantes sphéroidales
et toroidales dans l'article d’Aizenman et Smeyers (1977).

Sur la complétude de I'ensemble des fonctions propres du probleme non radial, on pourra
consulter les articles de Kaniel et Kovetz (1967) et d’Eisenfeld (1969).

Le comportement asymptotique des modes non radiaux dans I'approximation de Cowling est
bien analysé par Tassoul (1980). On trouvera dans cet article des références et des commentaires
sur les travaux antérieurs. Des études ultérieures ont permisftfaisiir de I'approximation

de Cowling : Tassoul (1990) et Smeyers et al. (1996) pour les mpd8&sneyers et al. (1995)

et Willems et al. (1997) pour les modgs
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Chapitre 15

Influence de la rotation

Etudions I'dfet d’une rotation lente de I'étoile sur ses pulsations adiabatiques non radiales. Le
modele est en rotation fiiérentielle stationnaire autour de I'axe la vitesse angulair@(r, 6)

et la rotation est slisamment lente pour qu’on puisse négliger les termel%gs’ils devaient

étre pris en considération, le modele ne pourrait plus étre considéré comme sphérique).

La différence, par rapport au modéle sans rotation, s’introduit dans le développement de I'équa-
tion de mouvement

dr
— = L6r,
ae -+

qui s'écrit maintenant
2
0
— +V-grad 5t = Lo,
ot
ouV est la vitesse de rotation dans le modele non perturbé,
v = Qr singe;,.

Recherchons une solution dépendant du temps par un fact€uet négligeons les termes du
second ordre em(ou enQ), il vient

025t + 20 MF + LEZ =0,

ol on a posé
MGF = i(V- grad)sr.

M est un opérateur linéaire imaginaire pi(= —M) et on montre aisément qu'il est hermi-
tien. En dfet,

(ME, 77)

fip |(v- gradg] - 7dV

fidiv[p(g-,?)v] dv—fi(g-%)div(pv)dv—fip[(v-grad)ﬂ~g’dv.

Le premier terme peut étre transformé en intégrale de surface qui s’avéere étre nulle et le second
contient le facteur nulliv(oV). Il reste dondé, M7).
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Pour toute fonctio, on peut former les expressions

J=(£8), M=EME) et L=(L8

et résoudre I'équation
J2?2+2MZ+L =0

par rapport &. On définit ainsi une fonctionnell&(¢) qui jouit d’une propriété variationnelle
intéressante. $iest une solution de I'équation de mouvement pour une valeatrdelle, alors
£ rend la fonctionnell& stationnaire etr = X(&).

Fixons notre attention sur un mode d’oscillation. En I'absence de rotation, il est décrit par une
fonction propret, et sa fréquence satisfait a I'équation

Joos+Lo=0 avec Jo=(é0.é) et Lo= (£, L)
En présence d’une rotation lente, sa fonction propre et sa fréquence propre s’écriront
E=&+&H et o=o09+o0,
ou¢; eto; sont de petites corrections dues a la rotation. La fréquence satisfait a I'équation
Jo?+2Mo + L =0.

On développe cette équation en négligeant les termes d’ordres supérieurs au premier en les
corrections en notant qud, = (&, M&p) doit aussi étre considéré comme une correction, car
cette expression contient la vitesse de rotation de I'étoile. Il vient

g1 = —Mo/Jo.

On montre aisément que

2> -

Mg = -mQ¢ +

f p [lefF Si(B,E ?)] dv
f pléPdv

Cette expression est nulle pour un mode radial. Pour un mode non radial, of gati$ la
forme

{Cu
"‘ﬁ¢

et il vient

o1 =

Eoavyg + b(%ég gm@)

S|n9
et il vient

A Yo |2
i(Q,€,&) = 2mQabY,m|? + mez(9| a‘;“' cotgé.

aY{’m 2
06

Finalement, on obtient
113 Y2
m f oQ {(a2 — 2ab)[Yeml? + b2( + ——— Yol — Y cotg@)} dv
St 6 a0

fprz[a2 + (¢ + )b’ dr

g1 =
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Cette expression se simplifie si on suppose Que Q(r), ce qui semble étre une hypothése
assez raisonnable. On obtient alors

mf,orZQ[a2 + £(€ + 1)b? — 2ab— b2 dr

o1 =

f,orz[a2 + (¢ + 1)b?] dr
Dans le cas particulier ou la rotation est uniforme, cette expression se simplifie encore et on a

0
o1 = MBQ ou Okem = O + MBL2,

ol o, est la fréquence propre en I'absence de rotation et la conglargst calculée a partir
des fonctions propres du mogle ¢) sans rotation,

pr[a® + £(¢ + 1)b? — 2ab— b?] dr

Bre =
fprz[a2 + (¢ + )b’ dr

On notera que la rotation léve completement la dégénérescence.

La rotation de I'étoile fiecte également les modes toroidaux. En présence de rotation, ces
modes acquiérent des fréquences non nulles et le déplacement cesse d’étre entierement hori-
zontal et toroidal. Ce sont des modes de basse fréquence, de méme nature que les ondes de
Rossby ou ondes planétaires. Leur dynamique est dominée par la force de Coriolis. Nous ne
les étudierons pas ici. Signalons que dans le cas de la rotation uniforme, leurs fréquences sont
données, en premiére approximation, par la relation

B 2mQ
((t+1)

15.1 Oscillations non radiales dans les étoiles variables

La mise en évidence de modes non radiaux dans les étoiles variables repose sur I'observation
d’indices divers : déformation caractéristique du profil des raies spectrales, fréquence de pul-
sation inférieure a celle du mode fondamental radial, rapport de fréquences incompatible avec
des pulsations radiales, multiplet de fréquences provenant de la levée de la dégénérescence pal
la rotation.

Certaines variables du tygeCep ainsi qu’'un certain nombre de variabéeSct présentent des
pulsations non radiales en plus de leurs modes radiaux.

La variabilité des profils de raies dans certaines étoiles B variables (SBBwly pulsating B
starg résulte de I'existence de modes non radiaux en présence de rotation.

Les naines blanches variables sont en général multipériodiques et présentent des périodes de
guelques centaines a quelques milliers de secondes. Les modes observés sont dgsdmodes
degréf peu élevé. On observe parfoisdplitting des fréquences di a la rotation.
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La variabilité des étoiles Ap est due a la non uniformité de leur surface et a leur rotation.
Chez certaines de ces étoiles, a ces variations, se superposent des variations de lumiere de
faible amplitude et de périodes comprises entre 4 et 15 minutes. L'analyse fait apparaitre des
fréquences régulierement espaceées, illustraspligting rotationnel.

Le cas le mieux étudié est celui de I'oscillation solaire a 5 minutes. Elle se compose de milliers
de modes de toutes les valeurs du dedés fonctions sphériques comprises entre 0 et 3000,

de fréquences voisines de 3 mHz. Pour les valeurs peu élevéegsg slagit de modeg d’ordre

compris entre 10 et 30. Pour une valeuradonnée, I'espacement des fréquentes: Ao/ 2r

de deux modes consécutifs est voisin de AB&. L'erreur relative sur les fréquences est in-
férieure a10* pour la plupart des modes et de I'ordre H&® pour certains d’entre eux, de

sorte que les structures fines dues a la rotation peuvent étre mises en évidence (I'écartement des
fréquences d’'un multiplet est de I'ordre 8et uHz).

Note

La décomposition des fréequences des modes non radiaux par la rotation est désignée en anglais
par I'expressiomotational splitting L'usage du termeplitting dans ce contexte est fréquent en
francais.
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Chapitre 16

Sismologie solaire et stellaire

L'objectif principal de la sismologie solaire (héliosismologie) ou stellaire (astérosismologie) est
d’inférer la structure du Soleil ou des étoiles a partir des propriétés observées des oscillations
solaires ou stellaires. Ce probleme est souvent appelé probleme inverse. Les données d’obser-
vation sont de loin plus abondantes dans le cas du Soleil que dans le cas des étoiles. Nous
parlerons donc surtout d’héliosismologie.

La méthode d’inversion la plus simple consiste a disposer d’une famille de modéles dépen-
dant de quelques parametres et d’ajuster leurs valeurs, par la méthode des moindres carrés pat
exemple, de fagon a reproduire au mieux les fréquences observées. On peut ainsi ajuster I'abon-
dance de I'hélium et le parametre de longueur de mélange dans la zone convective. Cette facon
d’utiliser les données ne nécessite pas l'usage d’'une technique de calcul spécialisée mais elle
n’extrait pas le maximum d’'information des données héliosismiques disponibles.

Une autre méthode fait usage des expressions asymptotiques des fréequences d’oscillation. Ces
expressions ont 'avantage de mettre en évidence les facteurs importants déterminant les fré-
guences, mais on peut s’interroger sur la validité de leur emploi pour des modes d’ordre pas
tres éleve.

Nous décrirons ci-dessous quelques aspects des méthodes d’inversion numériques. La premiére
étape est toujours la résolution du probléme direct, qui consiste a calculer les fréquences d’'os-
cillation d’'un modele solaire de réféerence. Comme on I'a vu, cela nécessite la résolution d’'un
systéme d’équationsftiérentielles aux valeurs propres et aux conditions limites dont leéB-coe

cients dépendent du modele d’équilibre. Dans une seconde étape, des fréquences observées, ol
infere des corrections aux valeurs de ceditgients pour le Soleil réel. On ne peut évidemment

pas espérer que I'héliosismologie fournisse un modeéle solaire de maniere univoque. D’'une part
il y a certainement des propriétés du Soleil qui ne peuvent pas étre déduites de la mesure des
fréequences d’oscillation, d’autre part les données sont en nombre fini et entachées d’erreurs.

16.1 Determination de(r)

Les données dsplitting rotationnel fournissent des indications sur la vitesse angulaire de rota-
tion Q a I'intérieur du Soleil. Pour simplifier, nous supposerons qu’elle dépend uniquement de
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Oktm — Ok = mf Kie(r)Q(r) dr,

ou le noyauK(r) est construit & partir des fonctions propres du m@dé) en I'absence de
rotation.

En utilisant un indice uniqueau lieu du coupl€k, ¢), les données sismiques imposent Qur
les conditions linéaires

fKi(r)Q(r)dr:Wi, i=1,...,N.

Il est clair que ces équations, en nombre fini, ne permettent pas de déterminer univoquement
Q(r). A toute solution de ces équations, on peut #atajouter une fonctiof, (r) orthogonale
a tous les noyauk;(r) et obtenir une nouvelle solution.

fKi(r)QL(r)dr:O, i=1...,N

Il faut ajouter que les données sont entachées d’erreurs, ce qui renforce I'indétermination de
Q(r). Le probleme n’est donc pas seulement de trouver une solution approchée des équations
ci-dessus, mais de sélectionner, parmi une infinité de solutions, celle qui décrirait le mieux la
distribution réelle de vitesse angulaire a I'intérieur du Soleil. Il faudrait pour cela disposer d’in-
formations supplémentaires €(r), provenant d’une autre source que les données sismiques.

A défaut de disposer de telles informations, on impo$Kra des conditions dont le caractére
arbitraire est inévitable. Nous nous bornerons a I'esquisse de deux méthodes d’inversion.

Développement spectral

Puisque la composante €¥r) orthogonale auX;(r) est inaccessible aux observations, il parait
assez naturel de vouloir seulement déterminer la partiQ(@dg qui peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des(r) :

N
Q) = ) QK;(r).
=1

Les codficientsQ; doivent satisfaire aux équations
N
D AQ=w, i=1..,N avec A=A :fKi(r)Kj(r)dr.
j=1

On se heurte toutefois au probleme que la mathi@st presque singuliére. De petites erreurs
sur lesw; impliquent alors des erreurs importantes su}eslLa solution qu’on obtiendrait par
la résolution directe du systeme d’équations ci-dessus serait dominée par les dfeetasta
les données et serait completement illusoire. On dit d’un tel probléme qu’il est mal posé.

Pour mieux mettre en évidence I'origine du probléme, écrivons la maiisgmétrique, définie
positive) sous la forme
A=U diag/ll,...,/lN)U ,
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ou U est orthogonale et ou les valeurs propres sont ordonnées par valeurs décroiggantes,
A2 > ... > Ay = 0. Il vient, Q désignant le vecteur de composarfiss

Q = Udia 1,...i)0w
A1 AN

On voit que I'amplification des erreurffactant les données provient des petites valeurs propres
de la matriceA. La cause de cette situation doit étre recherchée dans le fait que le nombre d'in-
formations pratiquement indépendantes présentes dans les données héliosismiques est beaucou
plus petit que le nombre de fréquences mesurées. Le remede consiste a n’utiliser que les don-
nées ou combinaisons linéaires de données correspondant a des informations indépendantes
Cela peut se faire simplement en remplacant, dans la matrice diagondlgljlear0, a partir
d’un certain rang, lorsque les sont jugés trop petits. Plus astucieusement, les données redon-
dantes peuvent étre éliminées, lors d’un traitement préalable, avant de commencer le processus
d’inversion proprement dit.

Méthode des moindres carrés

On choisit une base de fonctiopg(r) (j = 1,..., M) pour exprimer une approximaticfa(r)
deQ:

M
Q=) Q).
=1

Etant donné la redondance des données par rapport aux informations qu’elles contiennent, on
choisiraM < N et on déterminera leQ; par la méthode des moindres carrés. On impose géne-
ralement des conditions supplémentairesﬁ{my, par exemple de ne pas varier trop rapidement.

On sera ainsi amené a minimiser, par exemple, une expression du type

N ~.2
S:;[wi—fKi(r)ﬁ(r)dr +Nf(f—r?) dr,

ouu est un parametre positif arbitrairement choisi. Le dernier terme a giaircéadoucir les
variations deQ(r), mais d’autres expressions ont été utilisées.

2

On déetermine alors leQ; qui rendent minimale la valeur d& en résolvant les equations li-

néaires 4
— =0, j=1,...,M.
90, :

Les résultats obtenus

On connait depuis longtemps la rotation superficielle du Soleil et on sait que les régions équato-
riales tournent plus rapidement que les régions polaires. Toutefois, on ne parvient pas a obtenir
un accord meilleur qu@% entre les diérentes observations. L’héliosismologie a permis de
mesurer la vitesse angulaire de rotation en fonction de la profondeur et de la latitude avec une
précision de quelques pourcents dans la zone convective et la partie supérieure du noyau radia-
tif jusqueO0,4 R,). Dans la zone convective, la rotation serait fort semblable & ce qu’elle est
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en surface, plus rapide a I'équateur que dans les régions polaires. Sous la zone convective, la
rotation deviendrait uniforme (a la maniére d’un solide) a une vitesse angulaire intermédiaire
entre la valeur équatoriale et la valeur polaire. Notre connaissance de la rotation au-dessous de
0,4 R, est assez pauvre, a cause de I'imprécision des donnégditti@g pour les modes dé

faibles. Il semblerait toutefois que les couches les plus internes tourneraient plus rapidement.

16.2 Détermination de la structure solaire

Les fréquences des pulsations adiabatiques sont déterminées par la distribution de masse et de
I'; dans le modele, c’est-a-dire par les fonctip(rg etI'y(r). Il est aisé de voir que les autres co-
efficients intervenant dans les équations de pulsation peuvent étre déduits de ces deux fonctions.
Au lieu dep(r) etI'y(r), on peut choisir deux autres fonctions indépendantes, par exe(npét

c(r) (vitesse du son). L'expression asymptotique des m@desntre clairement le rdle essen-

tiel joué par la vitesse du son dans la détermination des fréquences de ces modes. Dans ce qui
suit, nous montrons comment les données sismiques permettent d’obtenir des informations sur
la vitesse du son. Le procédé peut étre généralisé pour obtenir simultanément des informations
surc(r) etpo(r).

Les fréquences de pulsation dépendent(@g d’une facon compliquée, certainement pas li-
néaire. Les procédés développés pour déternfdfer ne pourront s’appliquer qu’apres avoir
linéarisé le probléme au voisinage d’'un modele de référence. Explicitons la fagon dont la fré-
guence d’un mode donné (nous omettrons les indigdgsour simplifier I'écriture) est modifiée

a la suite d’une petite modificatiaft(r) de la vitesse du son. On calcule@ en omettant les

termes d’ordre supérieur au premierdr). De I'équation

0-26 = _'Lé:’
on déduit aisément
so _ (£6L8)
o 20%£.¢€)°

ou 6L désigne la correction linéaire én(r) apportée a I'opérateuf. On établit aisément

d
{rlza [r7an] - 4 1)b(r)} Yonl0,6)
2 f pcz‘div_g’r(s—;dv

2
‘pré{%%(fza)—f(ul)b} Car,

fprz %+ €(¢ + 1)?| dr.

6—0 = fK(r)6—C dr,
o C

1d 2
pCc? {Fa(rza) — (€ + 1)b}

div e

(£, 0LE)

€.9)

Il vient donc

avec

K(r) = .
o2 f pr?|a? + £(¢ + 1)b?| dr
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Finalement, on devra résoudre le systéeme

sc Lobs — :
fK|(r)€dr:MEVv|, |:1,',,,N,

Ticalc

On pourra appliquer les techniques d’inversion linéaire évoquées plus haut. Si c’est nécessaire,
on procedera a plusieurs cycles de correction.

Les données héliosismiques ont permis de préciser I'épaisseur de la zone convective et la vitesse
du son a l'intérieur du Soleil.

En ce qui concerne les étoiles autres que le Soleil, des données sismiques ont pu étre exploitées
pour les étoiles Ap a oscillations rapides, les variabl8st et les naines blanches variables.

16.3 Astérosismologie non adiabatique

Les techniques décrites ci-dessus reposent sur une comparaison entre les fréquences observée
et les fréquences théoriques et celles-ci sont presque indépendantfistderoa adiabatiques.

Mais la photométrie en plusieurs couleurs est capable de mettre en évidence le comportement
fortement non adiabatique des fonctions propres de la pulsation dans I'atmosphere de I'étoile.
L'ajustement des prédictions théoriques aux couleurs observées (rapports d’amplittiées, di
rences de phases) produit des contraintes sur la structure des couches extérieures de I'étoile
(épaisseur de la zone convective, métallicité). L'expresagi@rosismologie non adiabatiqae

ete forgée pour désigner ce type d’investigation.
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Chapitre 17

Oscillations radiales non linéaires

C’est en général dans les couches superficielles de I'étoilesigue 5P/P, §L/L atteignent

les valeurs les plus élevées.flBrentes considérations montrent que I&ste non linéaires
doivent parfois étre pris en considération dans I'étude des oscillations stellaires. Dans les va-
riables de typey Cep et RR Lyrér/r peut atteindre des valeurs de l'ordre de 5 & 10 % et la
vitesse exceéder la vitesse du son. Ces valeurs impliquent des valeurs plus élevées encore pour
SP/P = (4 + w?)or/r (w? est typiguement compris entre 5 et 15 pour le mode fondamental

ou le premier harmonique). Dans les variables W Vir, des ondes de choc se propagent dans
les couches externes de I'étoile. Les courbes de lumiére observées s’écartent parfois considé-
rablement de la forme sinusoidale prédite par la théorie linéaire. Enfin, dans la théorie linéaire,
les amplitudes croissent ou décroissent exponentiellement au cours du temps. L'observation
d’oscillations d’amplitude finie constante montre bien que distenon linéaires limitent la
croissance des amplitudes des modes vibrationnellement instables.

Il est commode d'utiliser le formalisme lagrangien. Pour un mouvement radial et en utilisant
I'indice O pour désigner I'état initial, 'équation de continuité s’écrit

or

Prza—ro = por.

Nous avons vu que I'équation de Poisson pouvait étre intégrée une fois et donnait
o0  Gm
ar 2’
A l'aide de ces résultats, on écrit aisément I'équation de mouvement
d?r Gm r2 §P
dt? 2 porgdro’
I’équation de conservation de I'énergie

ds 1 oL
T—=€- -,
dt Arpor3 o
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et 'équation de transfert dans une zone radiative

~ 16nr*acT® oT

L= —.
3kpord o

Dans I'approximation adiabatique, les deux dernieres équations sont remplacées par

dP  ,do
Py

Cette équation s’intégre immédiatement quipeést constant,

P (e (1
Po \po/  \r2ar/arg

Le mouvement obéit alors a I'équation

¢r_om_ ol 1§\
d2 — 12 por2arg *\r2arjory) |

I

Cette équation aux dérivées partielles peut étre résolue par séparation des variables dans deux
cas non réalistes

1° ) pour un modele quelconquelsi = 4/3,

2° ) pour le modéle homogengy(indépendant dey).

Exercice

Résoudre le probléeme dans ces deux cas.

17.1 Deéveloppement en série

Une des premiéres méthodes utilisées pour approcher les solutions des équations aux dérivées
partielles non linéaires d’oscillation adiabatique consiste a exprimer la solution sous forme de
série, dont on ne gardera que les termes les plus significatifs. On pose

r=ro(l+&) et &= Z fi(ro)ai(t),
0

ou on aura choisi soit le§(ro) soit lesq;(t) constituant une base orthogonale. Eddington dé-
veloppaité en série de Fourier du temps (choix agd)). De cette facon on obtient une suite
d’équations diérentielles ou ledi(rg) sont les fonctions inconnues. Dans les travaux plus ré-
cents, on a généralement adopté les fonctions propres du probléme linéaire €grsinet on

obtient une suite d’équationsftiirentielles pour leg;(t). Cette approche est plus générale que

la précédente car elle ne suppose pas a priori une solution périodique. On obtient de cette fagon
un probléme hamiltonien.
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17.2 Intégration numerique avec conditions initiales

Vers le milieu des années 60, des programmes de calcul non linéaire ont été développés pour
résoudre les équations de I’hydrodynamique sous leur forme lagrangienne (variables indépen-
danteam ett) et I'équation de transfert dans le cas d’'une pulsation radiale. Le modeéle stellaire
est divisé en un certain nombre de couches et un pas temporel est choisi. Les équations aux dé-
rivées partielles sont ainsi remplacées par un systeme d’équationdigueries. L'expérience

a montré que des résultats pouvaient étre obtenus pour des modeéles possédant une cinquantain
de couches et erffectuant de I'ordre de 200 pas d’intégration par période. Une configuration
initiale est choisie, par exemple la configuration statique a laguelle on superpose un champ de
vitesse. On suit alors numériquement I'évolution temporelle du systéeme. Le champ de vitesse
initial peut étre décrit comme une superposition dédénts modes linéaires de pulsation de
I'étoile. Les modes stables sont progressivement amortis et aprés un certain temps, seuls les
modes vibrationnellement instables subsistent et finissent par atteindre leur amplitude limite.
Cette méthode a ses écueils et ses limites. La discrétisation des équations aux dérivées par-
tielles doit respecter des conditions de stabilité numérique. Pour assurer la stabilité du calcul,
on est obligé d'introduire un certain nombre de contrdles limitant les changements des variables
physiques. On doit introduire une viscosité artificielle (pseudo-viscosité) pour pouvoir suivre

le développement des ondes de choc. L'amortissement des modes transitoires et la stabilisa-
tion de 'amplitude de I'oscillation demande parfois des temps de calcul énormes. Lorsque le
temps d’amplification donné par la théorie linéaire atteint des valeurs de I'ord@ gériodes,

'usage de la méthode décrite est exclu.

Les résultats obtenus par ces techniques non linéaires ont confirmé et étendu les résultats de
la théorie linéaire. En particulier, la période est peu modifiée par les termes non linéaires. La
méthode a été utilisée avec succes dans le cas des céphéides et des RR Lyr. Elle a mis en
évidence I'existence d’un cycle limite et reproduit grossierement les courbes de lumiére de ces
variables.

Dans une variante de la méthode précédente, plutét que d’'imposer des conditions initiales, on
recherche directement le cycle limite en imposant des conditions de périodicité. Le gain de
temps de calcul est appréciable mais la méthode est délicate a mettre en oeuvre.

17.3 Pulsations réguliéres et chaotiques

Les variables des types W Vir, RV Tau et les semi-régulieres occupent des régions contigués du
diagramme HR. Les courbes de lumiére des W Vir sont périodiques (la figure 17.1 représente un
cycle de W Vir). Celles des RV Tau présentent assez régulierement une alternance de minimums
peu profonds et de minimums profonds (figure 17.2). Enfin les courbes de lumiéres des variables
semi-régulieres sont assez irrégulieres bien gu’on ait I'impression de discerner une période

(figure 17.3). Ces variables obéissent a une méme relation période-luminosité, a condition de
prendre pour période le temps séparant deux minimums successifs, bien que l'usage veuille
gu’on définisse la période d’'une RV Tau comme le temps séparant deux minimums profonds

(figure 17.4).

Bien que leurs comportements soient qualitativemefiémtints, ceci améne a rechercher un
cadre commun pour la description de ces variables. Buchler et Kovacs (1987) ont étudié les
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Fic. 17.2 — Courbes de lumiére de deux variables RV Tauri : U Mo#B@3 jours) et R Sct
(P=140Q 2 jours). Petit, 1987.
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Fic. 17.3 — Courbes de lumiére de trois variables SRb : AF Cygd&1 jours), L, Pup
(P=140Q 8 jours) et Z UMa (196 jours). Petit, 1987.
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Fic. 17.4 — La relation période-luminosité de variables des types W Vir, RV Tau et de variables
semi-régulieres d’amas globulaires. Les périodes sont exprimées en jours et pour les variables
RV Tau, on a utilisé la demi-période. Rosino, 1951.

pulsations non linéaires d’'une série de modeles d’enveloppe de type W Vir de températures
effectives décroissantes. L'analyse linéaire de stabilité montre que les modeéles de température
effective élevée sont vibrationnellement stables. Ils deviennent instables lorsque la température
effective est abaissée sous 6500 K. Le modele oscille d’abord avec une période proche de celle
du mode fondamental. Lorsqu’on continue a abaisser la tempérdfaotive, 'amplitude de

la pulsation crofit et la périodeftire de plus en plus de la période linéaire. Lorsqu’on abaisse
encore la température, on observe d’abord une pulsation de complexité croissante avec dou-
blements de période successifs. Finalement le comportement devient chaotique. Il semble que
I'attracteur chaotique soit de dimension assez faible (inférieure ou égale a 3). Cette séquence
est illustrée par la figure 17.5.

Il est clair que ce comportement reproduit qualitativement celui qu’on observe dans le dia-
gramme HR, en se déplacant vers la droite, a travers les zones occupées par les variables W Vir
(cycles simples), RV Tau (doublement de période) et les variables semi-régulieres et irréguliéres
(chaos).
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