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Avertissement

Le cours deStabilité stellaires’inscrit dans le groupeÉtoilesdes cours organisés à l’Institut
d’Astrophysique et de Géophysique de l’Université de Liège dans le cadre du D.E.A. en As-
trophysique, Géophysique et Physique Spatiale. Les présentes notes constituent le support du
cours dispensé oralement et n’ont pas la prétention de couvrir le sujet de façon exhaustive et
n’incluent pas les exercices des répétitions. Il est recommandé aux étudiants intéressés par la
stabilité stellaire de suivre également le cours d’Évolution des étoiles. Les connaissances ac-
quises en stabilité sont indispensables à l’étude de l’Astérosismologie. Enfin, le cours sur les
Étoiles variablesconstitue un complément fort utile.
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1. Introduction 1

Chapitre 1

Introduction

Souvent lorsqu’on étudie un système physique, l’intérêt se porte d’abord sur ses configurations
d’équilibre. Dans le cas des étoiles, une telle approche est certainement justifiée par une ob-
servation sommaire. Le coursÉvolution des étoilesa familiarisé le lecteur avec ces structures
d’équilibre et lui a appris qu’elles évoluent, la plupart du temps, très lentement sous l’effet de la
modification de la composition chimique. Il importe ensuite de savoir si ces structures d’équi-
libre sont stables ou non. L’étude de la stabilité stellaire est donc le complément naturel de
l’étude de la structure des étoiles.

Dans les cas où la structure d’équilibre est instable, on étudiera le développement de l’instabi-
lité : temps nécessaire à son développement, forme sous laquelle elle se manifeste. Bien souvent
cette instabilité se manifestera sous la forme d’une variabilité d’un type ou l’autre se déroulant à
une échelle de temps considérablement plus courte que le temps caractéristique d’évolution. La
proportion d’étoiles variables est faible. L’intérêt qu’on leur porte est néanmoins considérable.
D’une part, le rôle joué par les variables des types RR Lyr et céphéides dans l’estimation des
distances astronomiques est bien connu. D’autre part, l’étude des oscillations stellaires fournit
des informations sur la structure interne qui ne sont pas directement accessibles à l’observation
et permet ainsi de tester la théorie de l’évolution stellaire.

L’accroissement de la précision des instruments d’observation et de leur résolution temporelle
permet d’observer un nombre croissant d’oscillations. C’est ainsi qu’actuellement, des milliers
de modes de périodes voisines de 5 minutes (fréquences voisines de 3 mHz) ont été identifiés
sur le Soleil et leurs fréquences mesurées avec une précision de l’ordre duµHz. L’utilisation de
ces données pour la détermination de la structure interne du Soleil constitue l’héliosismologie.
La même technique appliquée aux autres étoiles contitue l’astérosismologie.

Nous considérerons seulement des étoiles gazeuses. Nous excluerons donc les cas où l’étoile ou
une partie de celle-ci serait dans un état physique comparable à l’état solide (naines blanches
sous certaines conditions, étoiles de neutrons). Nous nous placerons dans le cadre de la méca-
nique non relativiste et la théorie newtonienne de la gravitation, excluant de notre étude les cas
où l’usage de la relativité est justifié (naines blanches très condensées, étoiles de neutrons, trous
noirs, étoiles supermassives).

On sait qu’un système mécanique est stable si sa configuration d’équilibre correspond à mini-
mum du potentiel. Cette propriété peut être étendue à une configuration stellaire tant qu’on ne
considère que des transformations adiabatiques. Si on veut prendre en considération les termes
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F. 1.1 – Diagramme HR montrant quelques types d’étoiles variables.

non adiabatiques, l’extension de la méthode n’est pas immédiate. Cette méthode de l’énergie a
été peu utilisée et n’est pas abordée dans le cours. Au contraire, une grande partie de celui-ci
est consacrée à la méthode des petites perturbations. Elle est assez aisée à mettre en oeuvre,
les propriétés des solutions sont assez bien comprises et elle suffit pour expliquer une bonne
part des phénomènes de variabilité liés à la stabilité stellaire. Toutefois, l’explication d’un cer-
tain nombre de phénomènes (amplitude des oscillations, chaos, . . .) nécessite une théorie non
linéaire qui est évoquée plus brièvement à la fin du cours.

Nous avons situé approximativement, dans un diagramme HR, quelques types d’étoiles va-
riables dont il sera question dans ce cours (figure 1.1). On se reportera au coursÉtoiles va-
riablespour une description détaillée de ces différents types. Attirons l’attention sur le fait que
les variablesδ Sct, RR lyr,δ Cep et W Vir occupent dans le diagramme HR une région qu’on
appellebande d’instabilité.

Références

Les textes de Ledoux et Walraven (1958), Ledoux (1969), Cox (1974), Cox (1980), Unno et
al. (1989) constituent des références classiques sur le sujet. On trouvera un survol rapide et
récent de la théorie dans les articles de Gautschy et Saio (1995 et 1996). La méthode de l’énergie
est décrite dans l’article de Ledoux (1958).

Cox J.P., 1974. Pulsating stars. Rep Prog Phys, 37, 563–698.
Cox J.P., 1980. Theory of stellar pulsation. Princeton University Press.
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Gautschy A., Saio H., 1995. Stellar pulsations across the HR diagram : part 1. Ann Rev Astron
Astrophys, 33, 75–113.

Gautschy A., Saio H., 1996. Stellar pulsations across the HR diagram : part 2. Ann Rev Astron
Astrophys, 34, 551–606.

Ledoux P., 1958. Stellar stability. In Handbuch der Phys, vol 51, 605–688, edit. Flügge S.,
Springer.

Ledoux P., 1969. Oscillations et stabilité stellaires. In La structure interne des étoiles, 11ème
cours de perfectionnement de l’association vaudoise des chercheurs en physique, 45–211,
edit. Joseph C., Janin G., Maeder A., Mayor M., Saas-Fee.

Ledoux P., Walraven T., 1958. Variable stars. In Handbuch der Phys, vol 51, 353–604, edit.
Flügge S., Springer.

Unno W., Osaki Y., Ando H., Saio H., Shibahashi H., 1989. Nonradial oscillations of stars, 2nd
edit. University of Tokyo press.
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Chapitre 2

Temps caractéristiques

Les différents phénomènes physiques qui affectent une étoile s’y déroulent à des échelles de
temps extrêmement différentes. Pour modéliser ces phénomènes et faire les approximations
adéquates ou choisir correctement le pas d’intégration dans une approche numérique, il est
important de connaître ces échelles de temps. Nous allons les estimer grossièrement.

2.1 Le temps dynamique

On sait que l’équilibre hydrostatique d’une étoile résulte de la compensation de la gravité par
le gradient de pression. Si l’équilibre entre ces deux forces se trouvait rompu, l’étoile réagirait
sur une échelle de temps qu’on qualifie de dynamique. Pour l’évaluer, imaginons que la force
de pression cesse brusquement de s’exercer et d’équilibrer la force de gravité. Considérons un
élément de matière de masse unitaire. Il serait soumis à la seule force de gravité et se trouverait
en chute libre. Son mouvement serait régi par l’équation

r̈ = −Gm
r2
.

En désignant parτchl un temps caractéristique de cette chute libre et en introduisant dans l’équa-
tion précédente des estimations grossières, on écrira

R

τ2
chl

≈ GM
R2

,

ce qui donne
τchl ≈

√
R3/GM.

On peut également évaluer l’échelle de temps de réaction de l’étoile à une rupture de l’équilibre
hydrostatique en imaginant cette fois que la force de gravité cesse brusquement de s’exercer. La
force de pression s’exerçant seule produirait la dislocation de l’étoile. Un élément de matière
serait alors accéléré vers l’extérieur conformément à l’équation

r̈ = −1
ρ

dP
dr
.
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En désignant parτexpl un temps caractéristique de cette explosion, nous l’estimons grossière-
ment de la façon suivante

R

τ2
expl

≈ P
ρR
≈ c2

R
.

oùc =
√

Γ1P/ρ est une vitesse du son caractéristique de l’étoile. Il vient

τexpl ≈ R
c
.

En vertu de l’équilibre hydrostatique, ces deux estimations sont du même ordre de grandeur et
définissent l’échelle de temps dynamique que nous noteronsτdyn

τdyn ≈
√

R3

GM
≈ 1√

Gρ
.

où ρ est la densité moyenne de l’étoile. La comparaison de ces deux expressions permet de
déduire une estimation de la vitesse du son dans l’étoile

c ≈
√

GM
R
.

Le tableau ci-dessous donne quelques valeurs typiques du temps dynamique dans quelques
types d’étoiles.

Etoile ρ (g cm−3) τdyn = 1/
√

Gρ

étoile de neutrons 1015 0,12ms
naine blanche 106 3,9 s
Soleil 1,41 54min
supergéante rouge 10−9 3,9 ans

Exercice

Montrer que l’échelle de temps dynamique caractérise aussi le mouvement de révolution d’un
satellite en orbite basse ainsi que la rotation rapide d’une étoile, à la limite de la dislocation
par la force centrifuge.

2.2 Le temps de pulsation

La définition d’un temps caractéristique de pulsation nécessite quelques précautions. Nous ver-
rons qu’une étoile possède une infinité de modes de pulsation et qu’il en existe à toutes les
échelles de temps. Cela ne doit pas étonner : une simple corde vibrante possède un mode fon-
damental et une infinité d’harmoniques dont les périodes tendent vers zéro. Pour les étoiles
variables des types les plus caractéristiques (céphéides, RR Lyr) la pulsation observée est en
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F. 2.1 – Diagramme HR dans les variableslogTe et logL/L�. Il montre les droites sur les-
quellesτdyn = 1/

√
Gρ prend des valeurs constantes (Gautschy, Saio, 1955).

fait un mode acoustique radial d’ordre peu élevé (fondamental ou premier harmonique). L’es-
timation que nous allons faire concerne ce type de pulsation. Puisqu’il s’agit d’une onde de
pression (onde sonore), on estime un temps caractéristique de pulsation

τpuls ≈ R/c.

Le temps caractéristique obtenu est à nouveau le temps dynamique

τpuls ≈ τdyn ≈ 1/
√

Gρ.

Le produitPériode× √Gρ est donc un nombre sans dimension de l’ordre de l’unité, relativement
indépendant du modèle stellaire considéré. Pour le Soleil (période du mode fondamental : 63
minutes), il vaut 1,6. On a pris l’habitude d’utiliser la constante de pulsationQ qui lui est
proportionnelle et définie par

Q = Période×
√

ρ

ρ�
.

Q a les dimensions d’un temps et les calculs détaillés montrent qu’en règle générale on a

0,03 jour≤ Q ≤ 0,08 jour.

On notera que dans certaines circonstances, peu courantes, l’estimation faite ci-dessus du mode
fondamental peut être complètement erronée (c’est le cas pour un modèle proche de l’instabilité
dynamique).
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En prenant en compte les relationsM = 4πR3ρ/3 et L = 4πR2σT4
e, on peut exprimerτdyn =

1/
√

Gρ de la façon suivante,

logτdyn = 14.8− 1
2

log
M
M�

+
3
4

log
L
L�
− 3 logTe .

La figure 2.1 montre comment le temps dynamique varie dans le diagramme HR pour une étoile
d’une masse solaire.

2.3 Le temps d’Helmholtz-Kelvin

Lorsqu’une étoile brûle calmement un combustible nucléaire, l’équilibre thermique résulte de
la compensation entre le taux de production d’énergie et le taux de perte d’énergie par rayonne-
ment. On estime un temps caractéristique des phénomènes thermiques dans l’étoile en la sup-
posant brutalement privée de sa source d’énergie nucléaire. Elle devrait alors prélever l’énergie
qu’elle rayonne sur son énergie totaleE. Le temps caractéristique d’un tel processus est le temps
d’Helmholtz-Kelvin. Il est donné par

τHK ≈ |E|/L.

Dans les conditions stellaires habituelles, le théorème du viriel donne entre l’énergie totale de
l’étoile et son énergie potentielleΩ la relation

E =
1
2

Ω.

D’autre partΩ est donné par

Ω = −q
GM2

R
.

oùq est un facteur proche de l’unité, comme le montre le tableau suivant

Modèle q

modèle homogène 0,6
polytrope d’indicen 3/(5− n)
modèle de séquence principale 1,5

On peut donc écrire

τHK ≈ GM2

LR
.

Pour le Soleil, cette expression vaut3,1× 107 ans.

Il est intéresant de comparer l’échelle de temps dynamique à l’échelle de temps thermique

τdyn

τHK
≈ LR5/2

G3/2M5/2
.

Ce rapport est beaucoup plus petit que l’unité. Pour le Soleil, il est de1,6× 10−12.
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La comparaison des deux échelles de temps montre que les phénomènes thermiques sont très
lents, comparés aux phénomènes dynamiques. Dans une première approximation, ils pour-
ront être négligés dans l’étude des phénomènes dynamiques. Il faut toutefois prendre garde au
fait que ces estimations sont globales. Localement, les phénomènes thermiques peuvent avoir
des temps caractéristiques beaucoup plus courts, comparables au temps dynamique (dans les
couches extérieures de l’étoile, par exemple).

2.4 Le temps nucléaire

Considérons une étoile sur la séquence principale, brûlant son hydrogène dans les régions cen-
trales, et tâchons d’estimer le temps nécessaire pour que sa composition chimique soit modifiée
de façon significative. 1 gramme d’hydrogène libère une énergie de l’ordre de0,007c2 ≈ 6×1018

ergs. Si on estime à 10 % la fraction de la masse qui subit la fusion, on obtient un temps de vie
nucléaire

τnuc ≈ 6× 1017 M
L

(CGS).

Pour le Soleil, cette expression donne9,8× 109 ans. Le rapport du temps d’Helmholtz-Kelvin
au temps caractéristique nucléaire est donné par

τHK

τnuc
≈ 1,11× 10−25 M

R
(CGS).

Ce rapport est généralement petit. Dans le cas du Soleil, il vaut3,2× 10−3. Pour une étoile sur
la séquence principale, on pourra donc négliger les variations de composition chimique dans
l’étude des phénomènes thermiques.

Référence

Gautschy A., Saio H., 1995. Stellar pulsations across the HR diagram : part 1. Ann Rev Astron
Astrophys, 33, 75–113.
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Chapitre 3

Équations générales

L’étude de la stabilité des étoiles repose évidemment sur les mêmes théories physiques que
la construction des modèles d’équilibre : l’hydrodynamique, la théorie du transfert radiatif, la
thermodynamique, la théorie des réactions nucléaires, etc.

Deux méthodes sont couramment utilisées pour décrire le mouvement d’un fluide : la descrip-
tion lagrangienne et la description eulérienne. Dans la description lagrangienne, chaque parti-
cule du fluide est repérée par un indice variant continûment et est suivie, lors de son mouvement,
de la même manière qu’une particule en mécanique. Pour fixer les idées, cet indice pourrait être
la position initiale~r0 de la particule. Nous utiliserons, plus généralement un vecteur~a quel-
conque comme indice. Le fluide est alors décrit par les fonctions~r(~a, t), ρ(~a, t), P(~a, t), . . .

Dans la description eulérienne, on n’individualise plus les particules de fluide, mais on enre-
gistre en chaque point, repéré par le vecteur position~r, les grandeurs caractérisant le fluide. Il
est donc décrit par les fonctions~v(~r , t), ρ(~r , t), P(~r , t), . . .

Le risque de confusion entre les deux représentations provient du fait qu’on utilise le même
symbole,ρ par exemple, pour désigner des fonctions différentes,ρ(~a, t) etρ(~r , t).

Il faudra en particulier veiller à ne pas confondre les dérivées temporelles des deux forma-
lismes :∂/∂t désigne la dérivée temporelle en suivant le mouvement dans le formalisme lagran-
gien tandis que dans le formalisme eulérien ce symbole désigne la dérivée temporelle en un
point donné. C’est ainsi qu’on a

∂~r
∂t

= ~v dans le formalisme de Lagrange,

∂~r
∂t

= 0 dans le formalisme d’Euler.

Dans le formalisme eulérien, on introduit un opérateur différentiel qu’on appelle dérivée de
Stokes ou dérivée par rapport àt en suivant le mouvement et qu’on noteD/Dt ou d/dt. Cet
opérateur est défini de la façon suivante.

dX
dt

=
∂X
∂t

+ ~v · gradX.

Il est clair que (
∂X
∂t

)

Lagrange

=
dX
dt
.
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En pratique, on mêle parfois les deux formalismes et pour éviter toute confusion entre(∂/∂t)Euler

et(∂/∂t)Lagrangeon réserve la notation∂/∂t pour(∂/∂t)Euler et on noted/dt l’opérateur(∂/∂t)Lagrange.
Cette convention est cohérente avec la relation vue ci-dessus entre la dérivée de Stokes et la dé-
rivée temporelle dans le formalisme de Lagrange.

3.1 Équation de continuité

L’équation de continuité exprime la conservation de la masse. On peut l’écrire sous la forme

∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0 ou

dρ
dt

+ ρ div~v = 0.

Dans le formalisme lagrangien, on peut l’écrire sous la forme intégrée

ρX = ρ0X0,

où X désigne le déterminant jacobien

X =

∣∣∣∣∣
∂(x)
∂(a)

∣∣∣∣∣ .

On retrouve aisément la forme précédente de l’équation si note que

dX
dt

= X div~v.

3.2 Équation de mouvement

L’équation de mouvement s’écrit

∂~v
∂t

+ (~v · grad)~v = −gradΦ − 1
ρ

gradP

ou
d~v
dt

= −gradΦ − 1
ρ

gradP.

On notera que nous n’avons pas écrit de termes de viscosité. Dans la dynamique d’une étoile, les
effets de viscosité moléculaire jouent un rôle tout à fait négligeable et le fluide peut être consi-
déré comme parfait. Dans le cas des zones convectives, la vitesse qui intervient dans l’équation
de mouvement est une vitesse d’ensemble, qui ne tient pas compte du détail des mouvements
convectifs. Elle est obtenue en effectuant une moyenne sur des régions plus grandes que les
éléments convectifs. L’existence de mouvements convectifs se traduit alors par l’apparition de
termes supplémentaires dans l’équation de mouvement, sous la forme de termes de pression et
de viscosité turbulentes. Ces termes, contrairement aux termes de viscosité moléculaire, ne sont
en général pas négligeables. On ne possède malheureusement pas de théorie satisfaisante de la
convection non stationnaire. Dans ce cours nous n’aborderons pas le problème de la convection
non stationnaire. Nous écrirons les équations pour une zone radiative.
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3.3 Équation de Poisson

Le potentielΦ du champ gravifique obéit à l’équation de Poisson

∆Φ = 4πGρ.

C’est la solution régulière à l’infini qui a un sens physique, elle est donnée par

Φ(P) = −G
∫

ρQ dVQ

|PQ| .

3.4 Équation de conservation de l’énergie

L’équation de conservation de l’énergie s’écrit

T

(
∂S
∂t

+ ~v · gradS

)
= ε − 1

ρ
div ~F

ou T
dS
dt

= ε − 1
ρ

div ~F,

où S est l’entropie par unité de masse,ε le taux de génération d’énergie nucléaire par unité
de masse et~F la densité de flux d’énergie. Rappelons que la quantité d’énergie qui traverse
l’élément de surfacedS en l’unité de temps est donnée par~F · −→dS où

−→
dS = ~ndS, ~n étant le

vecteur normal unitaire dedS. En général~F se compose d’un terme radiatif et d’un terme
convectif ~F = ~FR + ~FC.

3.5 Équation de transfert

Dans les intérieurs d’étoile, le libre parcours moyen des photons est extrêmement petit comparé
aux longueurs caractéristiques du milieu. Il en résulte que l’équation de diffusion constitue une
excellente approximation de l’équation de transfert radiatif,

~FR = −λgradT avec λ =
4acT3

3κρ
.

On notera que le flux de conduction dans les naines blanches est donné par une expression de la
même forme (mais le coefficient de conductionλ s’exprime différemment). Nous ne donnerons
pas ici l’expression du flux convectif, pour les raisons invoquées plus haut.

3.6 Conditions aux limites

Des conditions aux limites adéquates doivent être imposées à la surface de l’étoile. L’approxi-
mation la plus grossière consiste à annuler la pression et la température à la surface de l’étoile.
A l’approximation suivante, on considère que la photosphère (profondeur optiqueτ = 2/3) dé-
finit la limite entre l’intérieur et l’atmosphère. On y imposera des conditions de raccord. Cette
division en modèle d’intérieur et modèle d’atmosphère est commode car ces modèles reposent
sur des traitements différents de l’équation de transfert.
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3.7 Équations d’état

En plus des équations aux dérivées partielles et des conditions limites associées que nous avons
écrites jusqu’à présent, nous avons encore besoin d’équations décrivant le comportement de
la matière en fonction de sa composition chimique et des variables thermodynamiques. Ces
équations sont parfois appelées équations constitutives ou équations matérielles. Nous les ap-
pellerons simplement équations d’état, au sens large. Elles comprennent l’équation d’état, au
sens habituel, l’opacitéκ et le taux de génération d’énergie nucléaireε. Nous désignerons sym-
boliquement parχ la composition chimique et nous prendronsρ etT comme variables thermo-
dynamiques indépendantes. Les propriétés de la matière sont alors décrites par des relations de
la forme

P = P(ρ,T, χ), U = U(ρ,T, χ), κ = κ(ρ,T, χ), ε = ε(ρ,T, χ).

Notons toutefois que la génération d’énergie nucléaire résulte en général de toute une série de
réactions dont les taux dépendent des concentrations d’éléments très peu abondants, de durées
de vie courtes (à l’échelle de l’évolution stellaire) et qui ne sont pas décrits parχ. Ce n’est que si
ces éléments ont atteint leurs abondances d’équilibre qu’on peut considérerε comme fonction
deρ, T etχ.
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Chapitre 4

Configuration d’équilibre

Une configuration d’équilibre à symétrie sphérique obéit aux équations suivantes, déduites des
équations générales.

1
ρ

dP
dr

+
dΦ

dr
= 0,

1
r2

d
dr

(
r2dΦ

dr

)
= 4πGρ,

ε − 1
ρr2

d
dr

(
r2F

)
= 0,

F = −4acT3

3κρ
dT
dr

(zone radiative).

Rappelons que la condition de stabilité d’une zone radiative vis-à-vis de la convection est don-
née par le critère de Schwarzschild

A ≡ d ln ρ
dr
− 1

Γ1

d ln P
dr

< 0.

Soitm(r) la masse de la sphère de rayonr et L(r) la luminosité de cette sphère.

m =

∫ r

0
4πr2ρ dr ,

L = 4πr2F .

Les équations ci-dessus prennent alors leur forme habituelle

dP
dr

= −Gmρ
r2

,

dm
dr

= 4πr2ρ ,

dL
dr

= 4πr2ρε ,

dT
dr

= − 3κρL
16πr2acT3

(zone radiative).
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On notera que dans certaines phases de l’évolution, les modèles ne sont pas en équilibre ther-
mique et l’équation de conservation de l’énergie thermique garde un terme en la dérivée de
l’entropie. Nous ne considérerons pas, dans ce qui suit, de modèles hors d’équilibre thermique.

Ces équations doivent être complétées par des conditions aux limites. Nous devons imposer
d’une part des conditions limitesnaturellesà la surface de l’étoile et d’autre part des conditions
limitesartificiellesau centre (celles-ci proviennent du fait que le système de coordonnées sphé-
riques utilisé est singulier au centre de l’étoile). Au centre,metL doivent s’annuler. A la surface
(photosphère), les conditions limites se déduisent d’un modèle détaillé des couches supérieures.
Si on décrit l’atmosphère par une loi de température de la forme

T4(τ) =
3
4

T4
e

(
τ +

2
3

)
,

on pourra adopter les conditions limites suivantes

P =
2
3

GM
κ̄r2

,

T = Te ou L = 4πr2σT4 .

Référence

Pour plus de détails sur les configurations d’équilibre, on consultera le cours d’Évolution stel-
laire ou le livre de Kippenhahn et Weigert (1990).

Kippenhahn R., Weigert A., 1990. Stellar structure and evolution. Springer.
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Chapitre 5

Méthode des petites perturbations

On ne peut évidemment pas envisager de résoudre les équations régissant le comportement
d’une étoile dans toute leur généralité. Cependant, si les variables décrivant le mouvement
s’écartent peu de leurs valeurs dans la configuration d’équilibre (ou plus généralement d’un
mouvement particulier connu), on pourra écrire toute variableX comme la somme de la valeur
X0 qu’elle prend dans la configuration d’équilibre et qu’on qualifiera de non perturbée et d’une
correctionδX qu’on appellera perturbation,

X = X0 + δX.

En substituant ces expressions dans les équations et en négligeant les termes d’ordre supérieur
au premier en les perturbations, on obtient des équations linéaires qui se prêtent à une étude
beaucoup plus aisée que les équations originales et dont les solutions constituent des approxi-
mations utiles.

La méthode des petites perturbations nous permettra d’étudier la stabilité d’un modèle stellaire
vis-à-vis de perturbations suffisamment petites. Elle est toutefois incapable de nous informer
sur la stabilité vis-à-vis de perturbations d’amplitude finie, sur l’existence d’états métastables
ou de cycles limites au voisinage de la configuration non perturbée. Elle ne pourra pas non plus
fournir l’amplitude de pulsation d’une étoile variable.

Si la configuration non perturbée est stationnaire (ce sera toujours le cas dans ce cours), les
coefficients des équations linéarisées sont indépendants du temps. On peut alors espérer écrire
une solution quelconque comme une combinaison linéaire de solutions simples dépendant du
temps par un facteur exponentielest (s peut être complexe), qu’on appelle modes normaux.
Dans le cas d’un système mécanique possédant un nombre fini de degrés de liberté, les modes
normaux sont également en nombre fini. Dans le cas présent, nous avons une infinité de degrés
de liberté et il existe une infinité dénombrable de modes normaux d’oscillation (comme dans le
cas de la corde vibrante). Un mode est stable ou instable selon que<s < 0 ou<s > 0. Si une
configuration stellaire a tous ses modes normaux stables elle est stable, mais il suffit d’un mode
instable pour qu’elle soit instable. Dans le cas exceptionnel où la stabilité d’un ou plusieurs
modes est marginale (<s = 0), les autres modes étant stables, l’analyse linéaire ne permet pas
de savoir si le modèle considéré est stable ou non.
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Exercice

Comment s’expriment les perturbations d’une somme, d’un produit, d’un quotient ?

5.1 Perturbations lagrangiennes et eulériennes

Aux deux descriptions de l’hydrodynamique correspondent deux types de perturbations. On
définit la perturbation lagrangienneδX deX par

X(~a, t) = X0(~a, t) + δX(~a, t)

et la perturbation eulérienneX′ par

X(~r , t) = X0(~r , t) + X′(~r , t).

Entre la perturbation lagrangienne et la perturbation eulérienne d’une même grandeurX, on a
la relation

δX = X′ +
−→
δr · gradX0.

Comme la variableX désignant une certaine grandeur dans l’état perturbé n’intervient pas dans
les équations aux perturbations, mais qu’y interviennent seulementX0, δX et X′, on convient
d’omettre l’indice0 pour désigner l’état non perturbé. La relation ci-dessus s’écrira donc

δX = X′ +
−→
δr · gradX.

En désignant parxi des coordonnées quelconques, on a les relations évidentes suivantes :

∂X′

∂t
=

(
∂X
∂t

)′
,

∂X′

∂xi
=

(
∂X
∂xi

)′
,

dδX
dt

= δ
dX
dt

.

Lorsqu’on utilise des perturbations lagrangiennes en formalisme eulérien (ou l’inverse), il convient
d’être très attentif. Ainsi la relation entre∂ δX/∂xi etδ (∂X/∂xi) n’est pas évidente. En se servant
des relations ci-dessus, il vient

∂ δX
∂xi

= δ
∂X
∂xi

+
∑

j

∂ δxj

∂xi

∂X
∂x j

.

En général les équations sont plus faciles à écrire en formalisme eulérien. Cependant, dans le
cas des oscillations radiales, le formalisme lagrangien s’avère plus commode.
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Remarques

Les deux remarques évidentes qui suivent s’avèrent souvent utiles dans les calculs.

1) Si la configuration non perturbée est statique (~v = 0 partout), alors

d
dt

=
∂

∂t
.

2) Si la grandeurX est indépendante des coordonnées dans un certain domaine de la configura-
tion non perturbée, alors, dans ce domaine, on a

δX = X′.

5.2 Perturbation des équations différentielles

Equation de continuité :

∂ρ′

∂t
+ div

ρ
∂
−→
δr
∂t

 = 0 ou ρ′ + div(ρ
−→
δr) = 0.

Equation de mouvement :

∂2−→δr
∂t2

= −gradΦ′ +
ρ′

ρ2
gradP− 1

ρ
gradP′.

Equation de Poisson :
∆Φ′ = 4πGρ′.

Equation de conservaton de l’énergie :

T

(
∂S′

∂t
+ ~v · gradS

)
= ε′ +

ρ′

ρ2
div ~F − 1

ρ
div ~F′.

Equation de transfert radiatif :

~F′ = −λ′ gradT − λgradT′.

Les conditions aux limites seront précisées dans chaque cas particulier que nous considérerons.

Dans des conditions non stationnaires, le flux convectif ne peut pas être calculé par simple
perturbation de l’expression qui donne le flux dans le cas stationnaire. En effet, les éléments
convectifs ont une certaine durée de vie et du fait de leur inertie (mécanique et thermique) ne
s’adaptent pas instantanément aux conditions changeantes du milieu. Ce n’est que dans le cas
où le temps caractéristique de la perturbation étudiée est nettement plus grand que le temps de
vie des éléments convectifs qu’on peut considérer la convection comme instantanément adaptée
et utiliser l’expression habituelle du flux convectif.
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5.3 Perturbation des équations d’état

Au cours de la pulsation, on peut admettre que les relationsP = P(ρ,T) et κ = κ(ρ,T) valides
dans une situation stationnaire continuent à être satisfaites à chaque instant (nous ne considérons
pas les cas où il y a changement de phases comme dans certaines naines blanches). On écrira
donc

δP
P

= Pρ

δρ

ρ
+ PT

δT
T
,

δκ

κ
= κρ

δρ

ρ
+ κT

δT
T
,

où

Pρ =

(
∂ ln P
∂ ln ρ

)

T

,

PT =

(
∂ ln P
∂ ln T

)

ρ

,

κρ =

(
∂ ln κ
∂ ln ρ

)

T

,

κT =

(
∂ ln κ
∂ ln T

)

ρ

.

Ces grandeurs peuvent être calculées ou déduites des tables utilisées lors de la construction des
modèles stellaires. Les coefficientsPρ et PT peuvent être calculés en termes des coefficientsΓ ,
que nous utiliserons souvent.

Γ1 =

(
∂ ln P
∂ ln ρ

)

S

,
Γ2 − 1

Γ2
=

(
∂ ln T
∂ ln P

)

S

, Γ3 − 1 =

(
∂ ln T
∂ ln ρ

)

S

.

Parmi ces trois coefficients, deux sont indépendants. Il est aisé de voir qu’on a, en effet, la
relation

Γ2 − 1
Γ2

=
Γ3 − 1

Γ1
.

Soit U l’énergie interne par unité de masse. Rappelons la relation

δU = TδS − PδV

ou encore

T =

(
∂U
∂S

)

V

et P = −
(
∂U
∂V

)

S

.

Exprimons que
∂2U
∂S∂V

=
∂2U
∂V∂S

,

il vient

−
(
∂P
∂S

)

V

=

(
∂T
∂V

)

S

.
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En prenantρ etS comme variables indépendantes, cette relation s’écrit
(
∂ ln P
∂S

)

ρ

=
(Γ3 − 1)ρT

P
.

On peut évidemment écrire

δP
P

=

(
∂ ln P
∂ ln ρ

)

S

δρ

ρ
+

(
∂ ln P
∂S

)

ρ

δS,

δT
T

=

(
∂ ln T
∂ ln ρ

)

S

δρ

ρ
+

(
∂ ln T
∂S

)

ρ

δS.

Le coefficient(∂ ln T/∂S)ρ n’est rien d’autre que l’inverse decv, la chaleur spécifique à volume
constant, par unité de masse. Les relations ci-dessus s’écrivent donc

δP
P

= Γ1
δρ

ρ
+

(Γ3 − 1)cvρT
P

δS
cv
,

δT
T

= (Γ3 − 1)
δρ

ρ
+
δS
cv
.

L’élimination deδS donne l’équation d’état linéarisée

δP
P

=

[
Γ1 − (Γ3 − 1)2cvρT

P

]
δρ

ρ
+

(Γ3 − 1)cvρT
P

δT
T
,

c’est-à-dire

Pρ = Γ1 − (Γ3 − 1)2cvρT
P

,

PT =
(Γ3 − 1)cvρT

P
.

En ce qui concerneε, le taux de génération d’énergie nucléaire, la situation est toute différente.
Au cours de la pulsation, l’abondance des différents réactifs nucléaires ne s’adapte aux valeurs
instantanées deρ etT que si le temps caractéristique de la pulsation est long comparé aux temps
de vie des réactifs. Dans ce cas on pourra bien écrire

δε

ε
= ερ

δρ

ρ
+ εT

δT
T
,

avec

ερ =

(
∂ ln ε
∂ ln ρ

)

T

et εT =

(
∂ ln ε
ln T

)

ρ

.

Mais en général, ce ne sera pas le cas, il faudra prendre en considération les détails des réactions
nucléaires et étudier les solutions perturbées des équations qui régissent leur cinétique. On
obtiendra alors

δε

ε
= ερ(σ)

δρ

ρ
+ εT(σ)

δT
T
,

où les coefficientsερ et εT sont des fonctions de la fréquenceσ de la pulsation. Ces coefficients
sont en général complexes (décalage de phase). Dans la littérature, on les désigne souvent sous
les termes deµ et ν effectifs.
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Exercices

1. Calculez les coefficients thermodynamiques d’un gaz parfait, d’un mélange de gaz et de
rayonnement, d’un mélange de gaz dont l’un est partiellement ionisé.

2. Calculez les coefficientsερ(σ) et εT(σ) pour la chaîne proton-proton et pour le cycle du
carbone.
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Chapitre 6

Perturbations adiabatiques

Nous avons vu que le temps caractéristique de transfert d’énergie dans une étoile est beaucoup
plus long que le temps caractéristique des phénomènes dynamiques (sauf dans les couches
extérieures de l’étoile). Pour les perturbations qui évoluent sur une échelle de temps dynamique,
il est donc naturel, dans une première approximation, de négliger les phénomènes de transfert
et de production d’énergie. L’équation de conservation de l’énergie s’écrit alors

δS = 0.

Cette équation définit une perturbation adiabatique. Il en résulte une relation simple entre les
variations de densité et de pression.

δP
P

= Γ1
δρ

ρ
ou δP = c2δρ,

oùc =
√

Γ1P/ρ est la vitesse du son.

Bien sûr, dans l’approximation adiabatique, on n’a plus besoin d’équation de transfert. On gar-
dera donc l’équation adiabatique, l’équation de continuité, l’équation de mouvement et l’équa-
tion de Poisson. Nous allons montrer que le problème ainsi simplifié peut se mettre sous une
forme auto-adjointe.

Toutes les grandeurs perturbées s’expriment aisément en termes du déplacement
−→
δr. L’équation

de continuité s’écrit
ρ′ + div(ρ

−→
δr) = 0 ou δρ + ρdiv

−→
δr = 0

et donne
ρ′ = −div(ρ

−→
δr) ou δρ = −ρdiv

−→
δr .

L’équation adiabatique donne alorsδP ou P′

δP = −Γ1Pdiv
−→
δr ou P′ = −Γ1Pdiv

−→
δr − −→δr · gradP.

Enfin l’équation de Poisson
∆Φ′ = 4πGρ′

a pour solution

Φ′(P) = −G
∫

ρ′Q dVQ

|PQ| = G
∫

div(ρ
−→
δr)Q dVQ

|PQ| .
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L’équation de mouvement

d2−→δr
dt2

= −gradΦ′ +
ρ′

ρ2
gradP− 1

ρ
gradP′

peut donc s’écrire
d2−→δr
dt2

= L−→δr ,
oùL est l’opérateur linéaire défini par

L−→δr = −GgradP

∫
div(ρ

−→
δr)Q dVQ

|PQ| − 1
ρ2

div(ρ
−→
δr) gradP

+
1
ρ

grad(Γ1Pdiv
−→
δr) +

1
ρ

grad(
−→
δr · gradP).

Considérons l’espace fonctionnel des champs vectoriels continûment dérivables et définissons
le produit scalaire de deux tels champs par

(~u,~v) =

∫

V
ρ~u · ~v dV = (~v, ~u).

Dans l’intégrale,V désigne un volume suffisamment grand pour englober toute la configuration
stellaire. Nous désignerons parS la surface limitant ce volume.

Nous allons montrer queL est un opérateur symétrique. Comme il est manifestement réel, il
sera donc hermitien (ou auto-adjoint). Pour deux champs réels~u et~v, nous allons montrer qu’on
a

(L~u,~v) = (~u,L~v).

Pour démontrer cette propriété, nous ferons usage du procédé suivant
∫

V
~a · gradαdV =

∫

V
[div(α~a) − αdiv~a ] dV

=

∮

S
α~a · −→dS−

∫

V
αdiv~a dV = −

∫

V
αdiv~a dV.

La dernière égalité n’est justifiée que si l’intégrale de surface est nulle, ce qui doit être vérifié
dans chaque cas.

(L~u,~v) = −G
∫

dVP ρ~v · gradP

∫
div(ρ~u)Q

|PQ| dVQ −
∫

1
ρ

(~v · gradP) div(ρ~u) dV

+

∫
~v · grad(Γ1Pdiv~u) dV +

∫
~v · grad(~u · gradP) dV

= A + B + C + D.

Il vient

A = G
∫∫

div(ρ~u)Q div(ρ~v)P

|PQ| dVP dVQ ,
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B = −
∫

(div~u)~v · gradP dV−
∫

1
ρ

(~u · gradρ)(~v · gradP) dV = B1 + B2 ,

C = −
∫

Γ1P(div~u)(div~v) dV ,

D = −
∫

(~u · gradP) div~v dV .

Les termesA, B2 etC sont manifestement symétriques (PourB2, remarquer quegradρ ‖ gradP).
Il en est de même deB1 + D.

Revenons à l’équation de mouvement. Les solutions qui nous intéressent doivent satisfaire éga-
lement des conditions aux limites linéaires, homogènes et indépendantes du temps. Le problème
admet donc des solutions simples de la forme~ξ(~r)est. Ces solutions sont les modes normaux
d’oscillation de l’étoile. Les~ξ(~r) obéissent à l’équation (nous omettrons dorénavant la flèche
surξ)

Lξ = s2ξ.

La fonctionξ est appelée fonction propre ets valeur propre. En fait c’estλ = s2 qu’on devrait
appeler valeur propre. Le problème admet une infinité dénombrable de valeurs propres. L’ana-
logie avec un système mécanique possédant un nombre fini de degrés de liberté est évidente.
Nous admettrons sans démonstration que ces fonctions propres forment un ensemble complet,
c’est-à-dire qu’elles constituent une base pour exprimer une perturbation quelconque.

Le caractère hermitien deL a quelques conséquences intéressantes.

1◦) Les valeurs propresλ sont réelles. En effet siξ est la fonction propre associée àλ

Lξ = λξ.

Formons le produit avecξ
(Lξ, ξ) = λ(ξ, ξ).

Or
(Lξ, ξ) = (ξ,Lξ) = (Lξ, ξ),

doncλ = (Lξ, ξ)/(ξ, ξ) est réel. Il en résulte que les fonctions propres sont réelles à un fac-
teur près. Nous supposerons toujours dans la suite qu’on a effectivement choisi des fonctions
propres réelles. Siλ > 0, s = ±√λ et un des deux modes est instable. Une telle instabilité est
appelée instabilité dynamique. Siλ < 0, s = ±i

√−λ et l’analyse linéaire ne met en évidence
aucune instabilité dynamique. Nous dirons qu’un modèle dont tous les modes ontλ < 0 est
dynamiquement stable.

2◦) Les fonctions propres associées à des valeurs propres différentes sont orthogonales. En effet,
soit

Lξi = λiξi et Lξ j = λ jξ j ,

λi(ξi , ξ j) = (Lξi , ξ j) = (ξi ,Lξ j) = λ j(ξi , ξ j) .

Si λi et λ j sont distincts, on a(ξi , ξ j) = 0. D’autre part, une famille de fonctions propres indé-
pendantes associées à la même valeur propre peut toujours être orthogonalisée. On peut donc
admettre en toute généralité que toutes les fonctions propres sont orthogonales entre elles.
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3◦) Les valeurs propres et fonctions propres satisfont à un principe variationnel. Considérons la
fonctionnelle

Λ(ξ) =
(Lξ, ξ)
(ξ, ξ)

et calculons sa variation première

δΛ =
1

(ξ, ξ)2
{[(Lδξ, ξ) + (Lξ, δξ)](ξ, ξ) − (Lξ, ξ)[(δξ, ξ) + (ξ, δξ)]} .

La conditionδΛ = 0 est équivalente à

(ξ, ξ)(Lξ, δξ) − (Lξ, ξ)(ξ, δξ) + (ξ, ξ)(Lξ, δξ) − (Lξ, ξ)(ξ, δξ) = 0 .

Commeδξ est quelconque, on en déduit

Lξ =
(Lξ, ξ)ξ

(ξ, ξ)
= Λ(ξ)ξ .

Donc la fonctionnelleΛ(ξ) est stationnaire lorsqueξ est une fonction propre et alors la valeur
propre correspondante estΛ(ξ). De ce principe variationnel, on peut tirer une méthode de calcul
des modes propres. Elle a été utilisée, mais pas très fréquemment. On peut également en tirer
un procédé pour améliorer le calcul d’une valeur propre : une approximation grossière deξ
fournira une bonne approximationΛ(ξ) de la valeur propreλ.

Pour un mode stable, nous poseronss = −iσ. On notera que l’énergie cinétique moyenne d’un
mode de fréquence angulaireσ est donnée

T =
σ2

4
(ξ, ξ) .
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Chapitre 7

Oscillations radiales

7.1 Équations différentielles

Dans le cas des oscillations radiales, l’usage de perturbations lagrangiennes s’avère particu-
lièrement commode car on peut remplacer la seule coordonnée spatialer par une coordonnée
« lagrangienne »m. L’intérêt de ce changement de variables vient du fait que l’opérateur∂/∂m
commute avec l’opérateurδ de perturbation lagrangienne.

Notons d’abord la relation entre∂/∂met∂/∂r

∂

∂m
=

1
4πr2ρ

∂

∂r
.

Ecrivons à présent les équations générales pour un écoulement possédant la symétrie sphérique.
Nous avons déjà noté précédemment que l’équation de Poisson s’intègre une fois pour donner

∂Φ

∂r
=

Gm
r2
.

Les équations de continuité, de mouvement, de conservation de l’énergie et de transfert radiatif
s’écrivent respectivement

1
ρ

dρ
dt

+
1
r2

∂

∂r
(r2v) = 0 ou

1
ρ

dρ
dt

+ 4πρ
∂

∂m
(r2v) = 0,

dv
dt

= −Gm
r2
− 1
ρ

∂P
∂r

ou
dv
dt

= −Gm
r2
− 4πr2∂P

∂m
,

T
dS
dt

= ε − 1
ρr2

∂

∂r
(r2F) ou T

dS
dt

= ε − ∂L
∂m

,

F = −4acT3

3κρ
∂T
∂r

ou L = −64π2r4acT3

3κ
∂T
∂m

.

L’opérateurδ de perturbation lagrangienne commute avec les deux opérateursd/dt et ∂/∂m
apparaissant dans ces équations. On écrit donc aisément les équations aux perturbations

δρ

ρ
+ 4πρ

∂

∂m
(r2δr) = 0,
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d2δr
dt2

= 2
Gm
r2

δr
r
− 8πr2∂P

∂m
δr
r
− 4πr2∂ δP

∂m
,

T
dδS
dt

= δε − ∂ δL
∂m

,

δL = −64π2r4acT3

3κ

{
∂T
∂m

(
4
δr
r

+ 3
δT
T
− δκ
κ

)
+
∂ δT
∂m

}
.

On revient ensuite à l’opérateur∂/∂r et, après quelques calculs, on obtient

∂

∂r

(
δr
r

)
= −1

r

(
3
δr
r

+
δρ

ρ

)
,

∂

∂r

(
δP
P

)
= − 1

P
dP
dr

{
δP
P

+ 4
δr
r
− r3

Gm
d2

dt2

(
δr
r

)}
,

∂

∂r

(
δL
L

)
= −1

L
dL
dr

(
δL
L
− δε
ε

)
− 4πr2ρT

L
dδS
dt

,

∂

∂r

(
δT
T

)
= − 1

T
dT
dr

(
4
δr
r

+ 4
δT
T
− δL

L
− δκ
κ

)
.

Ces équations doivent être complétées par les équations aux perturbations des équations d’état
et par des conditions aux limites que nous allons préciser.

Les coefficients de ces équations linéaires sont indépendants du temps. Nous rechercherons
donc des solutions simples du problème de la forme

δX
X

(r, t) =
δX
X

(r)est.

Notons que, par abus d’écriture, on continue à désigner parδX/X la fonction der seulement.
Les équations aux dérivées partielles se réduisent alors à des équations différentielles dépendant
du paramètres.

d
dr

(
δr
r

)
= −1

r

(
3
δr
r

+
δρ

ρ

)
,

d
dr

(
δP
P

)
= − 1

P
dP
dr

{
δP
P

+

(
4− r3s2

Gm

)
δr
r

}
,

d
dr

(
δL
L

)
= −1

L
dL
dr

(
δL
L
− δε
ε

)
− 4πr2cvρT

L
s
δS
cv
,

d
dr

(
δT
T

)
= − 1

T
dT
dr

(
4
δr
r

+ 4
δT
T
− δL

L
− δκ
κ

)
.

Le choix d’un système de coordonnées présentant une singularité au centre de l’étoile introduit
dans le système différentiel une singularité régulière en ce point. On exigera que les grandeurs
physiquesδr, δP, . . . restent régulières. Un simple développement en série de puissances nous
donne les conditions de régularité au centre sous la forme

3
δr
r

+
δρ

ρ
= 0,

ε
(
δL
L
− δε
ε

)
+ sTδS = 0.
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En surface, les modèles les plus simples imposent des conditons de pression et de température
nulles (polytrope, modèle standard). Dans ce cas, le système différentiel possède une singularité
en surface. En exigeant que les grandeurs physiques y restent régulières, on obtient les deux
conditions aux limites

δP
P

+

(
4− R3s2

GM

)
δr
r

= 0,

4
δr
r

+ 4
δT
T
− δL

L
− δκ
κ

= 0.

Si le modèle d’équilibre a été raccordé à un modèle d’atmosphère, on exigera que les pertur-
bations du modèle d’intérieur se raccordent continûment aux perturbations du modèle d’atmo-
sphère. Si la condition mécanique écrite ci-dessus s’avère relativement satisfaisante, la condi-
tion radiative peut au contraire être facilement améliorée. Admettons que la structure thermique
de l’atmosphère puisse à tout instant être décrite par l’approximation d’Eddington

T4 =
3
4

T4
e(τ +

2
3

) ≈ 3L
16πr2σ

(τ +
2
3

).

D’autre part

τ =

∫ ∞

r
κρ dr ≈ κ∆m

4πr2
.

On obtient alors

4
δT
T

+ 2
δr
r
− δL

L
− τ

τ + 2/3

(
δκ

κ
− 2

δr
r

)
= 0.

On remarquera qu’au cours de la pulsation, le niveau de la photosphère se déplace au travers de
la matière. Il n’est donc pas correct de perturber directement l’équation

L = 4πR2σT4
e

et de l’appliquer au niveau correspondant àτ = 2/3 du modèle d’équilibre.

La recherche des modes d’oscillations radiales se ramène donc à la résolution d’un système
différentiel du quatrième ordre aux conditions limites et aux valeurs propres.

7.2 Expressions intégrales

On peut tirer des équations que nous venons d’établir des expressions intégrales qui se révèle-
ront particulièrement utiles dans la suite de l’exposé. Écrivons les équations de continuité, de
mouvement et d’énergie sous les formes suivantes

d
dr

(
r2δr

)
= −r2δρ

ρ
,

dδP
dr

+

(
ρs2 +

4
r

dP
dr

)
δr = 0,

scvT
δS
cv

= δε − dδL
dm

.
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Multiplions l’équation de mouvement par4πr2 δr et intégrons sur le rayon de l’étoile.

s2

∫
4πr2ρ|δr |2dr +

∫
4πr2 δr

(
dδP
dr

+
4
r

dP
dr
δr

)
dr = 0.

En utilisant l’équation de continuité et en intégrant par parties, on peut mettre cette équation
sous la forme

s2

∫
|δr |2dm+

∫ {
δP
ρ

δρ

ρ
+

4r
ρ

dP
dr

∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm= 0.

Cette équation sera utilisée lors de l’étude de la stabilité vibrationnelle. ExprimonsδP en termes
deδρ et deδS, puis exprimonsδS à l’aide de l’équation de conservation de l’énergie.

s2

∫
|δr |2dm+

∫ {
Γ1P
ρ

∣∣∣∣∣
δρ

ρ

∣∣∣∣∣
2

+
4r
ρ

dP
dr

∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm+
1
s

∫
(Γ3 − 1)

δρ

ρ

(
δε − dδL

dm

)
dm= 0.

Le terme indépendant des peut prendre une autre forme intéressante. Développons le premier
terme qui le compose comme suit.

∫
Γ1P
ρ

∣∣∣∣∣
δρ

ρ

∣∣∣∣∣
2

dm =

∫
4πΓ1P

r2

∣∣∣∣∣
d
dr

(r2δr)
∣∣∣∣∣
2

dr = · · ·

=

∫ {
4πΓ1Pr4

∣∣∣∣∣
d
dr

(
δr
r

)∣∣∣∣∣
2

− 12πr3
∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2 d

dr
(Γ1P)

}
dr

=

∫ {
Γ1Pr2

ρ

∣∣∣∣∣
d
dr

(
δr
r

)∣∣∣∣∣
2

− r
ρ

d
dr

(3Γ1P)
∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm.

Le terme indépendant des s’écrit donc
∫ {

Γ1Pr2

ρ

∣∣∣∣∣
d
dr

(
δr
r

)∣∣∣∣∣
2

− r
ρ

d
dr

[(3Γ1 − 4)P]
∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm.

On a ainsi obtenu l’équation cubique

s3 + As+ B = 0,

avec

A =

∫ {
c2

∣∣∣∣∣
δρ

ρ

∣∣∣∣∣
2

− 4
Gm
r3
|δr |2

}
dm/

∫
|δr |2dm

=

∫ {
c2r2

∣∣∣∣∣
d
dr

(
δr
r

)∣∣∣∣∣
2

− r
ρ

d
dr

[(3Γ1 − 4)P]
∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm/
∫
|δr |2dm,

B =

∫
(Γ3 − 1)

δρ

ρ

(
δε − dδL

dm

)
dm/

∫
|δr |2dm.

7.3 Modes dynamiques et modes séculaires

On notera que la valeur propre intervient deux fois dans les coefficients des équations différen-
tielles. Si nous écrivons ces deux occurences sous leurs formes sans dimension, la première se
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présente dans l’équation de mouvement, sous la former3s2/Gmet la seconde, dans l’équation
de conservation de l’énergie, sous la forme4πr3cvρT s/L.

À chacune de ces occurrences est associée une famille de modes : les modes dynamiques et les
modes séculaires. Les temps caractéristiques de ces modes sont donnés par les coefficients de
scorrespondants. Pour les modes dynamiques, le temps caractéristique est le temps dynamique
et pour les modes séculaires, c’est le temps d’Helmholtz-Kelvin,

√
r3

Gm
≈ τdyn,

4πr3cvρT
L

≈ τHK .

Ces affirmations sont justifiées par de nombreux calculs. Nous allons tâcher de les rendre plau-
sibles en évaluant l’ordre de grandeur des racines de l’équation cubique qui vient d’être établie.

Évaluons l’ordre de grandeur des coefficientsA et B en supposant que les fonctions propres
sont du même ordre de grandeur (cette approximation repose sur l’expérience acquise lors de
nombreuses intégrations numériques). On obtient

A ≈ 1/τ2
dyn et B ≈ 1

τ2
dynτHK

.

Nous poserons doncA = A′/τ2
dyn etB = B′/τ2

dynτHK, oùA′ etB′ sont des nombre sans dimension,
de l’ordre de l’unité. L’équation cubique s’écrit

s′3 + A′s′ + αB′ = 0,

où on a posés = s′/τdyn et α = τdyn/τHK � 1. Il est facile de voir que cette équation a deux
racines de l’ordre de l’unité, dont on obtient une approximation en faisantα = 0,

s′ = ±
√
−A′

et une racine de l’ordre deα dont on obtient une approximation en négligeant le terme cubique
ou en remarquant que le produit des racines est égal à−αB′,

s′ = −αB′/A′.

On obtient donc pours deux racines de l’ordre de1/τdyn et une racine de l’ordre de1/τHK. Les
deux premières racines sont associées à des perturbations dont le temps caractéristique d’évo-
lution est le temps dynamiqueτdyn. Ces modes sont appelés modes dynamiques. La troisième
racine est associée à des perturbations qui évoluent plus lentement, à l’échelle de temps de
Helmholtz-Kelvin. Ces modes sont appelés modes séculaires. Leur existence est liée au coeffi-
cientB qui contient tous les effets non adiabatiques.

Insistons sur la faiblesse de l’argument précédent. Les coefficients de l’équation cubique sont
calculés à partir des fonctions propres qui sont inconnues et qui ne sont évidemment pas les
mêmes pour les modes dynamiques et pour les modes séculaires. Mais l’existence de deux types
de modes radiaux peut encore être justifiée par d’autres procédés : analyse locale du système
différentiel, utilisation d’un modèle simple tel que le modèle à une couche de Baker.

La distinction entre deux familles de modes peut généralement être faite sans ambiguïté. Il
existe cependant des cas où des modes ne peuvent pas être attribués à l’une ou l’autre famille.
Cette situation se présente lorsque le temps thermique devient du même ordre de grandeur que
le temps dynamique (étoiles très lumineuses, modèles proches de l’instabilité dynamique).
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Chapitre 8

Oscillations radiales adiabatiques

Les périodes des modes dynamiques d’ordre pas trop élevé sont de l’ordre du temps dynamique
et sont beaucoup plus courtes que le temps caractéristique des transferts d’énergie thermique.
Cette remarque justifie, qu’en première approximation, on utilise l’approximation adiabatique
pour l’étude de ces modes. Si cette étude met en évidence une instabilité, on dira que l’étoile est
dynamiquement instable. Dans le cas contraire, l’étoile sera ditedynamiquement stable. Pour
autant que la stabilité de l’étoile ne soit pas marginale, l’approximation adiabatique fournit
les fréquences propres des modes normaux avec une excellente approximation. Les fonctions
propres adiabatiques constituent également une bonne approximation, sauf dans les couches ex-
térieures où l’approximation adiabatique n’est plus justifiée (le temps caractéristique thermique
local cesse d’être long comparé au temps dynamique).

Ainsi qu’on l’a vu, de façon générale, l’hypothèse adiabatique conduit à un problème auto-
adjoint où les valeurs propress2 sont réelles. En cas de stabilité dynamique, on a doncs ima-
ginaire pur. L’étude adiabatique ne permet donc pas de savoir si le mode calculé sera excité ou
amorti. Cette question ne peut recevoir de réponse que si on prend en considération les termes
non adiabatiques et relève du problème de lastabilité vibrationnelle, qui sera discuté au chapitre
suivant.

Dans l’hypothèse adiabatique,δP/P etδρ/ρ sont liés par

δP
P

= Γ1
δρ

ρ
.

On peut donc décrire le problème adiabatique radial par les équations différentielles

d
dr

(
δr
r

)
= −1

r

(
3
δr
r

+
1
Γ1

δP
P

)
,

d
dr

(
δP
P

)
= − 1

P
dP
dr

{
δP
P

+

(
4− r3s2

Gm

)
δr
r

}
.

et les conditions aux limites

3
δr
r

+
1
Γ1

δP
P

= 0 en r = 0 ,

δP
P

+

(
4− R3s2

GM

)
δr
r

= 0 en r = R.
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Il est intéressant d’introduire des variables sans dimension. Nous poserons

x =
r
R
, q =

m
M
, ξ =

δr
r
, η =

δP
P

et s = −iσ avec σ =

√
GM
R3

ω .

Il vient

dξ
dx

= −1
x

(
3ξ +

η

Γ1

)
,

dη
dx

= −d ln P
dx

{
η +

(
4 +

x3ω2

q

)
ξ

}
.

avec les conditions aux limites

3ξ +
η

Γ1
= 0 en x = 0 ,

η + (4 + ω2)ξ = 0 en x = 1 .

Considérons à présent deux configurations stellaires homologues. Soitα = R′/R etβ = M′/M.
On peut établir entre les points des deux modèles une correspondance telle que

r ′ = αr, m′ = βm, ρ′ = α−3βρ, P′ = α−4β2P, . . .

Dans une telle transformation homologue, les coefficients du système différentiel et des condi-
tions limites sont invariants. Les deux modèles sont donc caractérisés par les mêmes valeurs des
fréquences sans dimension

ω′ = ω et σ′ = β1/2α−3/2σ .

Les périodes de pulsation des deux étoiles sont donc dans le même rapport que leurs temps
dynamiques. En effet,

τ′dyn = β−1/2α3/2τdyn .

En éliminantη, on obtient l’équation différentielle

d
dr

(
Γ1Pr4dξ

dr

)
+

{
r3 d

dr
[(3Γ1 − 4)P] + σ2ρr4

}
ξ = 0

et les conditions aux limites

dξ
dr

= 0 en r = 0 ,

Γ1R
dξ
dr

+

(
3Γ1 − 4− R3σ2

GM

)
ξ = 0 en r = R.

Ce problème est du même type que le problème de Sturm-Liouville. Il admet donc une infinité
dénombrable de valeurs propres qu’on peut numéroter de telle sorte que

σ2
0 < σ

2
1 < · · · < σ2

k < · · · avec lim
k→∞

σ2
k = +∞ .
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La fonction propreξk associée àσk admetk zéros dans l’intervalle]0,R[. On démontre égale-
ment que lesξk forment un ensemble complet, c’est-à-dire une base dans l’espace des fonctions
ξ décrivant une perturbation radiale.

Ecrivons l’équation différentielle sous la forme

Lξ = σ2ξ

avec

Lξ = − 1
ρr4

d
dr

(
Γ1Pr4dξ

dr

)
− 1
ρr

d
dr

[(3Γ1 − 4)P] ξ .

Cet opérateur est essentiellement le même que celui que nous avons introduit précédemment
(il est changé de signe et porte surδr/r au lieu de

−→
δr). On vérifiera, à titre d’exercice, qu’il est

hermitien pour le produit scalaire

(u, v) =

∫
ρr4uv dr .

Lesσ2
k sont les valeurs stationnaires de la fonctionnelle

Λ(u) =
(u,Lu)
(u,u)

.

En particulier

σ2
0 = min

u

(u,Lu)
(u,u)

.

Si le modèle est stable dynamiquement, l’opérateurL est défini positif et réciproquement.

En intégrant par parties, on peut écrire

(u,Lu) =

∫ {
Γ1Pr4

∣∣∣∣∣
du
dr

∣∣∣∣∣
2

− r3|u|2 d
dr

[(3Γ1 − 4)P]
}
dr .

Supposons queΓ1 soit constant dans toute la masse de l’étoile. Il est clair que siΓ1 > 4/3, pour
toutu , 0 on a(u,Lu) > 0 et la stabilité dynamique est assurée. Par contre siΓ1 < 4/3, il suffit
de considéreru = constantepour montrer queL n’est pas défini positif et par conséquent qu’il
y a instabilité dynamique. Dans le cas oùΓ1 = 4/3, la stabilité dynamique est marginale. Le
système admet alors la solutionσ = 0, ξ = 1 etη = −4 qui décrit une transformation homologue
de l’étoile.

SupposonsΓ1 > 4/3. On a

σ2
0 ≤

(u,Lu)
(u,u)

.

Prenonsu = 1, il vient

σ2
0 ≤ −

∫
r3 d

dr
[(3Γ1 − 4)P] dr
∫

ρr4dr
= (3Γ1 − 4)

∫
Gm
r

dm
∫

r2dm
= (3Γ1 − 4)

GM
R3

∫
q dq

x∫
x2dq

.



36 Stabilité stellaire

On peut intégrer le second membre par parties et il vient

σ2
0 ≤ 3

3Γ1 − 4
Γ1

∫
c2dm

∫
r2dm

= 3
3Γ1 − 4

Γ1

c2

r2
.

On peut minorerσ2
0 de la manière suivante

(u,Lu) =

∫
Γ1Pr4

∣∣∣∣∣
du
dr

∣∣∣∣∣
2

dr + (3Γ1 − 4)
∫

Gmρr |u|2dr

≥ (3Γ1 − 4)
GM
R3

∫
q
x3
ρr4|u|2dr ≥ (3Γ1 − 4)

GM
R3

∫
ρr4|u|2dr ,

carq/x3 = ρ̄(r)/ρ̄ > 1. On a ainsi

σ2
0 = min

u

(u,Lu)
(u,u)

≥ (3Γ1 − 4)
GM
R3

.

Si Γ1 n’est pas constant, on ne peut plus le faire sortir du signe d’intégration que sous la forme
d’une certaine valeur moyenneΓ1. Γ1 peut alors être inférieur à4/3 dans une zone limitée de
l’étoile sans entraîner une instabilité dynamique radiale.

8.1 Énergie d’un mode

Prenons l’équation de mouvement sous la forme

ρ
d2δr
dt2

=
4Gmρ

r3
δr − ∂ δP

∂r
,

multiplions-la pardδr/dt

ρ
d
dt

(
1
2

v2 − 2Gm
r3

δr2) = −∂ δP
∂r

dδr
dt

.

Transformons le second membre

−∂ δP
δr

dδr
dt

= −~v · gradδP = −div(~vδP) + δPdiv~v ,

puis

δPdiv~v = −Γ1P
ρ
δρ

d
dt
δρ

ρ
= −1

2
ρc2 d

dt

(
δρ

ρ

)2

et finalement
d
dt

{
ρ
[1
2

v2 +
1
2

c2
(δρ
ρ

)2 − 2
Gm
r3

(δr)2
]}

= −div(δP~v)

ou
d
dt

(ρE) = −div
−→F .
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E =
1
2

v2 +
1
2

c2
(δρ
ρ

)2 − 2
Gm
r

(δr
r

)2

est l’énergie mécanique de la pulsation par unité de masse. Les trois termes qui la composent
sont respectivement l’énergie cinétique, l’énergie potentielle acoustique et l’énergie potentielle
gravifique.

Le vecteur −→F = δP~v

est la densité de flux d’énergie.

Groupons les deux termes d’énergie potentielle

EP = EA + EG .

On a donc
E = EK + EP .

Si on explicite la dépendance temporelle sous la forme

δr(r, t) = δr(r) cosσt ,

on voit que
EK(r, t) = EK(r) sin2σt et EP(r, t) = EP(r) cos2σt .

Intégrons ces expressions sur toute la masse de l’étoile

EK(t) =

∫
EK(r, t) dm= EK sin2σt ,

EP(t) =

∫
EP(r, t) dm= EP cos2σt ,

E(t) =

∫
E(r, t) dm= EK sin2σt + EP cos2σt .

En intégrant l’équation de conservation de l’énergie mécanique de la pulsation sur tout le vo-
lume de l’étoile, on obtient

dE
dt

= 0 ou E = constante.

Il en résulte que
E = EK = EP.

et

EK(t) = EP(t) =
1
2

E.

L’énergie totale de la pulsation peut s’écrire

E =
σ2

2

∫
δr2 dm

où leδr sous le signe d’intégration est l’amplitudeδr(r).
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F. 8.1 – Mode fondamental d’oscillation radiale du modèle standard (polytrope d’indice 3).

8.2 Comportement des fonctions propres

Il est important d’avoir une idée du comportement des fonctions propresξk pour un modèle
dynamiquement stable. Les figures 8.1 à 8.3 montrent quelques fonctions propres d’oscillation
radiale du modèle standard (polytrope d’indice 3). Les facteurs arbitraires qui interviennent
dans leur définition ont été choisis de telle sorte que

(ξ0, ξ0) = (ξ1, ξ1) = · · ·

de façon à permettre la comparaison d’un mode à l’autre.

On notera que l’amplitude croît en valeur absolue lorsqu’on s’approche de la surface et cela
d’autant plus vite que le numéro du mode est élevé. Ceci est en accord avec le fait qu’en surface
on a

d ln |ξ|
dx

=
ω2 + 4− 3Γ1

Γ1
> 0 .

Définissons la moyenne d’une grandeur X quelconque pondérée par l’énergie du k-ième mode
de la façon suivante

〈X〉 =

∫
Xr2ξ2

k dm
∫

r2ξ2
k dm

.

La valeur de〈x〉 (x = r/R) permet alors de mesurer l’importance relative des régions centrales et
des couches extérieures pour le mode considéré. Le tableau suivant donne quelques indications
pour quelques modes radiaux du modèle standard.



8. Oscillations radiales adiabatiques 39

F. 8.2 – Premier harmonique d’oscillation radiale du modèle standard (polytrope d’indice 3).

F. 8.3 – Deuxième harmonique d’oscillation radiale du modèle standard (polytrope d’indice
3).
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Mode ω ξs/ξc 〈x〉
0 3,04215 22,44 0,633
1 4,12123 -58,88 0,681
2 5,33690 135,3 0,715

· · · · · · · · · · · ·
9 14,16770 -1681 0,735

L’examen du tableau montre que les couches externes jouent un rôle plus important pour les
harmoniques que pour le mode fondamental et cette importance croît avec le numéro du mode.
Cette remarque ne s’applique pas seulement au modèle standard mais a une portée tout à fait
générale.

Signalons aussi que le rapport d’amplitude entre la surface et le centre est d’autant plus élevé
que la concentration du modèle (ρc/ρ) est élevée.

8.3 Quelques cas d’instabilité

À la frontière entre stabilité et instabilité dynamiques, le temps caractéristique du mode instable
cesse d’être petit par rapport au temps caractéristique des modes séculaires. Dans cette situation,
il est artificiel de vouloir distinguer entre instabilité dynamique et instabilité séculaire.

1) Dans les étoiles supermassives (M > 105M�), la pression de rayonnement domine la pression
gazeuse. En effet le rapportβ de la pression gazeuse à la pression totale est donné par la relation
approximative

βµ = 4,28

√
M�
M

.

Or lorsqueβ est petit,Γ1 est proche de 4/3 et donné approximativement par

Γ1 ≈ 4
3

+
β

6
.

Pour des étoiles de cette masse, il est nécessaire de tenir compte des effets de relativité générale,
de sorte que le critère de stabilité dynamique s’écrit

Γ1 >
4
3

+ 2,25
GM
Rc2

(c = vitesse de la lumière) .

Il en résulte que les étoiles supermassives dont la masse est supérieure à une certaine masse
critique située entre105 et106 M� sont dynamiquement instables.

2) Plusieurs effets concourent à déstabiliser dynamiquement les naines blanches très conden-
sées. La dégénérescence relativiste des électrons abaisseΓ1 au voisinage de 4/3. D’autre part,
il s’instaure un équilibre entre la désintégrationβ et la capture d’électrons qui contribue aussi
à l’abaissement deΓ1. Enfin, les effets de relativité générale rendent le critère de stabilité plus
difficile à satisfaire. Les configurations dont la densité centrale est supérieure à une densité cri-
tique de l’ordre1010 g cm−3 sont dynamiquement instables. Du côté des hautes densités, on ne
retrouve des configurations stables qu’avec les étoiles de neutrons.
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3) Dans les phases initiales de contraction d’une proto-étoile, du fait de la dissociation de H2 et
de l’ionisation de H et de He, il n’y a pas de modèle d’équilibre dynamiquement stable et ces
phases de l’évolution se déroulent à l’échelle de temps dynamique.

4) Dans les phases finales de l’évolution d’une étoile suffisamment massive, l’établissement
d’un équilibre nucléaire (pic du fer) abaisseΓ1 et provoque une instabilité dynamique. C’est
cette instabilité qui détermine les phases initiales d’une supernova.

5) Les énormes pertes de masse que subissent les variables de type S Dor (ou LBV) seraient
dues à une instabilité dynamique qui affecte leur enveloppe. Dans ces étoiles massives et très
lumineuses, la pression de rayonnement est élevée (β petit) et l’existence d’une zone d’ioni-
sation partielle de l’hydrogène et de l’hélium suffit alors à abaisser la valeur moyenne deΓ1

au-dessous de la valeur critique.

Références
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spectre des oscillations radiales adiabatiques.
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Chapitre 9

Expression asymptotique des fréquences
radiales

Nous avons vu plus haut que l’équation différentielle régissant les oscillations radiales adiaba-
tiques pouvait se mettre sous la forme

d
dr

(
Γ1Pr4dξ

dr

)
+

{
r3 d

dr
[(3Γ1 − 4)P] + σ2ρr4

}
ξ = 0.

Pour les modes d’ordre élevé, le terme enσ2 est le terme dominant du coefficient deξ. Cette
circonstance permet d’utiliser des méthodes asymptotiques pour obtenir une expression appro-
chée des fréquences d’oscillation. Ces méthodes se présentent sous plusieurs variantes, plus ou
moins complexes et plus ou moins rigoureuses. Nous nous contenterons d’une approche simple.

Effectuons le changement de variables

τ =

∫ r

0

dr
c

et w = r2(Γ1Pρ)1/4ξ.

On notera queτ est le temps nécessaire pour parcourir, à la vitesse du son, la distance séparant
le point considéré du centre de l’étoile. L’équation différentielle se réduit à

d2w
dτ2

+

{
σ2 +

1
r(Γ1Pρ)1/2

d
dτ

[(3Γ1 − 4)P] − 1
r2(Γ1Pρ)1/4

d2

dτ2
[r2(Γ1Pρ)1/4]

}
w = 0.

La solution doit satisfaire les conditions aux limitesw(0) = w(τR) = 0, oùτR = τ(R).

Pour les modes d’ordre élevé,σ2 est grand et on peut être tenté d’ignorer les autres termes du
coefficient dew. Toutefois, ces termes sont singuliers au centre et à la surface, ils ne sont donc
pas négligeables vis-à-vis deσ2 au voisinage de ces points. En l’absence de ces singularités, on
simplifierait l’équation en

d2w
dτ2

+ σ2w = 0.

Les solutions satisfaisant les conditions aux limites sont de la forme

wk ∝ sinσkτ avec σk =
kπ
τR

pour k = 1, 2, 3, . . .
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wk possèdek−1 noeuds dans l’intervalle]0, τR[. En numérotant les modes de cette façon, il faut
attribuer la valeurk = 1 au mode fondamental,k = 2 au premier harmonique, . . .Cette façon de
numéroter les modes sera justifiée lors de l’étude des modes non radiaux.

Pour prendre en compte l’effet des singularités, nous développerons deux approximations. La
première prendra en compte la singularité centrale et la seconde la singularité à la surface. Nous
raccorderons ensuite les deux solutions en un point à la fois éloigné du centre et de la surface.

9.1 Singularité au centre

La singularité provient du terme en la dérivée seconde par rapport àτ. On peut écrire l’équation
différentielle sous la forme

d2w
dτ2

+

[
σ2 − 2

τ2
+ f (τ)

]
w = 0,

où f (τ) est une fonction régulière deτ enτ = 0. Il est maintenant justifié d’omettref (τ) devant
le terme enσ2 et le terme singulier. L’équation se ramène à une équation de Bessel en posant
z = στ etw =

√
zu(z).

d2u
dz2

+
1
z

du
dz

+

(
1− 9

4z2

)
u = 0.

La solution régulière enz = 0 est donnée par la fonction de Bessel de première espèce d’ordre
3/2, u(z) = J3/2(z). Nous noteronsw′(τ) la solution approximative ainsi obtenue. Elle est valable
tant qu’on n’est pas trop proche de la surface, dont la singularité n’a pas été prise en compte.
L’approximation asymptotique deJ3/2(z) pourzgrand permet d’écrire pourw′(τ), pas trop près
du centre

w′(τ) ∝ sin(στ − π
2

).

9.2 Singularité à la surface

On peut décrire grossièrement la structure des couches superficielles à l’aide d’un indice poly-
tropique effectif ne tel queρ ∝ (R− r)ne et P ∝ (R− r)ne+1. Si ces couches sont convectives,
ne est égal à l’indice polytropique associé à la valeur deΓ1, c’est-à-direne = 1/(Γ1 − 1). Si les
couches superficielles sont radiatives et si l’opacité est donnée parκ ∝ ρrT−s, ne est donné par
ne = (r + 3)/(s+ 1). On obtient aisément les relations suivantes

τR− τ ∝ (R− r)1/2, ρ ∝ (τR− τ)2ne, P ∝ (τR− τ)2ne+1, c ∝ (τR− τ).
On peut alors écrire l’équation différentielle sous la forme

d2w
dτ2

+

σ2 − n2
e − 1

4

(τR− τ)2
+ f (τ)

 w = 0,

où f (τ) est une fonction régulière enτR. En omettant ce terme et en posantz = σ(τR − τ) et
w =

√
zu(z), il vient

d2u
dz2

+
1
z

du
dz

+

(
1− n2

e

z2

)
u = 0,
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dont la solution régulière estJne(z). On obtient ainsi une approximationw′′(τ) valable en dehors
d’un voisinage du centre. En utilisant l’expression asymptotique de la fonction de Bessel pour
z grand, on peut écrire pourw′′(τ), pas trop près de la surface

w′′(τ) ∝ sin(στ − στR− π4 +
neπ

2
).

9.3 Raccordement des deux solutions

On raccorde les deux solutionsw′(τ) et w′′(τ) en un point quelconque de validité des deux
approximations. Il suffit d’exiger que la différence des phases des arguments du sinus soit un
multiple deπ et il vient

wk(τ) ∝ sin(σkτ − π2) avec σk = (k +
ne

2
+

1
4

)
π

τR
pour k = 1, 2, 3, . . .

Vérifions quewk(τ) possède bienk−1 zéros dans l’intervalle]0, τR[. Soitτ∗ un zéro quelconque
dewk. Nous supposerons qu’il est le`-ème compté à partir du centre et lem-ème compté à partir
de la surface ;wk a donc` + m− 1 zéros. En utilisant l’expression asymptotique des zéros de
Jν(z), il vient

σkτ
∗ = (` +

1
2

)π et σk(τR− τ∗) = (m+
ne

2
− 1

4
)π.

En additionnant ces deux relations et en utilisant l’expression deσk, on obtientk = ` + m, ce
qui confirme quewk possède bienk − 1 zéros. Les modes sont donc numérotés par l’indicek
de la même façon que plus haut, l’indice 1 étant attribué au mode fondamental, 2 au premier
harmonique, . . .

9.4 Bref rappel sur les fonctions de Bessel

Rappelons que la solution régulière enz = 0 de l’équation de Bessel

d2u
dz2

+
1
z

du
dz

+

(
1− ν

2

z2

)
u = 0

est la fonction de Bessel de première espèce et d’ordreν qu’on noteJν(z). Pour les grandes
valeurs positives dez, elle peut être approximée de la façon suivante

Jν(z) ≈
√

2
πz

sin
(
z+

π

4
− νπ

2

)

et sonk-ème zéro positifjν,k, pour les grandes valeurs dek, est donné approximativement par

jν,k ≈
(
k +

ν

2
− 1

4

)
π.
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Chapitre 10

Stabilité vibrationnelle

Considérons un modèle stellaire dynamiquement stable. L’approximation adiabatique permet
de calculer les fréquences des modes normaux d’oscillation mais elle ne permet pas de savoir
si le mode calculé sera amorti ou excité par les phénomènes thermiques. Nous souhaiterions
également connaître les mécanismes d’excitation d’un mode observé dans une étoile variable.
Pour obtenir ce type d’information, nous devons prendre en considération les termes non adia-
batiques et résoudre le système différentiel du quatrième ordre.

Nous avons établi précédemment la relation

s2

∫
|δr |2dm+

∫ {
δP
ρ

δρ

ρ
+

4r
ρ

dP
dr

∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm= 0.

Prenons la partie imaginaire de cette relation

2<s=s = −
=

∫
δP
ρ

δρ

ρ
dm

∫
|δr |2dm

.

Nous avons vu précédemment que l’expression figurant au dénominateur est liée à l’énergie mé-
canique de l’oscillation. Le numérateur a également une interprétation physique simple. Consi-
dérons un gramme de matière subissant un cycle thermodynamique de périodeτ décrit par les
équations

P(t) = P0 + acos(φ − σt),

ρ(t) = ρ0 + bcos(ψ − σt).

Ce que nous pouvons également écrire, avec les conventions habituelles,

δP(t) = δP e−iσt (δP = aeiφ),

δρ(t) = δρe−iσt (δρ = beiψ).

Le travail effectué par le système au cours du cycle s’écrit

T =

∮
P dV =

∫ τ

0
P

dV
dt

dt = −
∫ τ

0

P
ρ2

dρ
dt

dt

=
πab
ρ2

sin(φ − ψ) = π=
(δP
ρ

δρ

ρ

)
.
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La puissance moyenne du cycle thermodynamique s’écrit donc

W =
T
τ

=
σ

2
=
(δP
ρ

δρ

ρ

)
.

Soit à présentW =
∫
W dm la puissance moyenne développée par toute l’étoile. On a

=
∫

δP
ρ

δρ

ρ
dm=

2
σ

W.

On peut transformer le numérateur comme il a été fait plus haut pour obtenir l’équation cubique
ens. Plus simplement, on peut utiliser l’équation cubique sous la forme

s2 + A +
1
s
B = 0.

Prenons-en la partie imaginaire, il vient

2<s=s = −
=1

s

∫
(Γ3 − 1)

δρ

ρ

(
δε − dδL

dm

)
dm

∫
|δr |2dm

10.1 L’approximation quasi-adiabatique

En général l’approximation adiabatique est excellente dans les couches internes de l’étoile et
n’est en défaut que dans les couches externes. Considérons donc les termes non conservatifs
comme de petites perturbations au problème adiabatique. On peut alors obtenir des corrections
à la fonction propre et à la valeur propres par une méthode de perturbation. Comme il nous
intéresse surtout de savoir si le mode considéré est excité ou amorti par les termes non conser-
vatifs, c’est la partie réelle des qui nous intéresse. On peut l’obtenir très simplement à partir
des expressions établies plus haut, en portant dans le second membre les solutions adiabatiques.

Ecrivonss = σ′−iσ, nous appelleronsσ′ coefficient d’amplification (ou−σ′ coefficient d’amor-
tissement). Il vient

σ′ =
1

2σ2

∫
δT
T

(
δε − dδL

dm

)
dm

∫
|δr |2dm

.

Cette expression trouve une justification physique simple. Rappelons que

W =
σ

2
=

∫
δP
ρ

δρ

ρ
dm=

1
2

∫
δT
T

(
δε − dδL

dm

)
dm,

E =
σ2

2

∫
|δr |2dm,
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de sorte qu’on obtient

σ′ =
W
2E

.

Ce résultat se justifie comme suit. Si l’amplitude de l’oscillation croît exponentiellement comme
eσ
′t, son énergie croît commee2σ′t. On a alors

2σ′ =
1
E

dE
dt

=
W
E
.

Un intérêt évident de l’expression intégrale du coefficient d’amplification provient de l’inter-
prétation que nous avons faite de son numérateur. D’une part, le rôle excitateur ou inhibiteur de
chaque couche de l’étoile peut être précisé. Si elle apporte une contribution positive (négative)
à l’intégrale elle a une influence excitatrice (inhibitrice) sur l’oscillation. D’autre part, cette ex-
pression permet de préciser le mécanisme excitateur ou inhibiteur (de l’attribuer au terme de
transfert ou au terme de génération d’énergie).

L’approximation quasi-adiabatique souffre toutefois d’un grave problème. Les fonctions propres
adiabatiques utilisées pour calculer l’intégrale ne constituent pas une approximation valable
dans les couches extérieures. On a l’habitude de définir une zone de transition par la relation

cvT∆m≈ Lτ

où τ est la période et∆m la masse située au-dessus du niveau considéré.cvT∆m est de l’ordre
de grandeur de l’énergie interne des couches surmontant le niveau considéré.Lτ est l’énergie
rayonnée en une période. On distingue alors trois zones dans l’étoile
1◦) une zone interne adiabatique oùcvT∆m� Lτ. L’approximation adiabatique y est très bonne.
2◦) la zone de transition
3◦) une zone externe, fortement non adiabatique oùcvT∆m � Lτ. Dans cette zone, écrivons

l’équation de conservation d’énergie thermique sous la forme approximative

∆ δL
∆m

= −scvT
δS
cv

La variation deδL/L dans cette zone s’écrit

∆
δL
L

= − scvT∆m
L

δS
cv

Le coefficient du second membre est très petit. On peut donc en conclure que la capacité
calorifique de ces couches superficielles est trop faible pour influencerδL, qui est à peu près
constant à travers toute cette zone. Cette affirmation doit toutefois être nuancée lorsqu’un
élément abondant est partiellement ionisé, car le phénomène d’ionisation est encore capable
d’absorber ou de libérer des quantités appréciables d’énergie.

Vu sa faible capacité calorifique, la zone fortement non adiabatique ne peut pas influencer beau-
coup l’excitation ou l’amortissement de l’oscillation. Cependant, leδL calculé à partir de l’ap-
proximation adiabatique croît fortement dans les couches extérieures de l’étoile. Ce désaccord
entre le comportement réel deδL et le comportement déduit de l’approximation adiabatique est
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de nature à fausser le résultat du calcul quasi-adiabatique. On y remédie souvent en excluant la
zone fortement non adiabatique du domaine d’intégration.

∫ M

0

δT
T

(
δε − dδL

dm

)
dm−→

∫ m∗

0

δT
T

(
δε − dδL

dm

)
dm.

On prend souvent comme critère d’arrêt de l’intégration l’égalité

∣∣∣∣δTT
∣∣∣∣
ad

=
∣∣∣∣δTT

∣∣∣∣
nonad

avec ∣∣∣∣δTT
∣∣∣∣
ad

= (Γ3 − 1)
∣∣∣∣δρ
ρ

∣∣∣∣ et
∣∣∣∣δTT

∣∣∣∣
nonad

=
∣∣∣∣δScv

∣∣∣∣ =
1

σcvT

∣∣∣∣dδLdm

∣∣∣∣ .

Il faut reconnaître que ce procédé est assez brutal. Lorsque le mécanisme d’excitation est situé
dans les régions centrales de l’étoile, on peut légitimement espérer obtenir un résultat signifi-
catif. La situation est plus délicate lorsque le mécanisme d’excitation réside dans les couches
extérieures de l’étoile (dans la zone de transition par exemple). Il est alors plus prudent d’inté-
grer le système complet d’équations plutôt que d’utiliser l’approximation quasi-adiabatique.

Dans le cas où on intègre directement les équations non adiabatiques le coefficient deδS/cv

dans l’équation d’énergie thermique est très grand dans les couches internes de l’étoile, et cela
peut causer quelques problèmes pour l’intégration numérique. Ils ne sont toutefois pas insur-
montables. Une autre difficulté provient de la petitesse deσ′ comparé àσ, le coefficient d’am-
plification risque de ce fait d’être évalué de façon peu précise. On améliorera alors la précision
deσ′ en utilisant l’expression intégrale dans laquelle on aura porté les fonctions propres du
problème non adiabatique.

10.2 L’excitation nucléaire

Le terme nucléaire a toujours une influence excitatrice sur la pulsation. La génération d’énergie
nucléaire se produit généralement dans les couches internes de l’étoile, là où l’approximation
adiabatique est excellente. La contribution nucléaire au numérateur du coefficient d’amplifica-
tion s’écrit ∫

δT
T
δε dm=

∫
(Γ3 − 1)[ερ + (Γ3 − 1)εT ]

(δρ
ρ

)2
ε dm> 0 .

Pour les étoiles de la séquence principale,ε décroît très vite à partir du centre. Seules les régions
centrales participent à cette influence déstabilisatrice. Nous avons vu que les fonctions propres
sont généralement petites dans les régions centrales, cela est défavorable à l’influence excitatrice
des réactions nucléaires qui est en compétition avec l’effet généralement inhibiteur des termes
de transfert (voir plus loin).

Ce mécanisme d’excitation reposant sur la génération d’énergie nucléaire est appelé mécanisme
ε.

Pour les étoiles massives de la séquence principale, la pression de rayonnement est plus impor-
tante etΓ1 plus proche de 4/3. Cela a pour effet de rendre les fonctions propres moins rapidement
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croissantes vers l’extérieur (pourΓ1 = 4/3, on aδr/r = constante). Cette situation est plus favo-
rable au développement d’une instabilité vibrationnelle d’origine nucléaire. Le calcul confirme
en effet que les étoiles de séquence principale de masse supérieure à une certaine masse critique
sont vibrationnellement instables. La valeur précise de la masse critique dépend de la composi-
tion chimique et des lois d’opacité et de génération d’énergie utilisées. Elle va de 90 M� pour
les étoiles pauvres en métaux à 120–150 M� pour les étoiles de population I (Stothers, 1992).
Toutefois, ces étoiles subissent une instabilité plus violente associée aux modes étranges (voir
plus loin).

10.3 L’influence du terme de transfert

La contribution du terme de transfert au numérateur de l’expression deσ′ s’écrit

−
∫

δT
T

dδL
dm

dm= −
∫

δT
T

dδL
dr

dr .

−δT
T

dδL
dm

est positif (effet déstabilisant) siδL décroît vers l’extérieur lorsqueδT > 0, c’est-à-

dire si la matière absorbe la chaleur à haute température et la restitue à basse température. C’est
la condition habituelle de fonctionnement d’un moteur thermodynamique.

Etant donné la croissance rapide des fonctions propres vers l’extérieur, ce sont les couches
extérieures qui auront le plus de poids dans l’intégrale et plus exactement la zone de transition.
Rappelons toutefois que, dans les couches les plus extérieures,δL tend à devenir constant (sauf
si un élément abondant est partiellement ionisé).

Essayons d’estimer le signe de la contribution du terme de transfert, là où l’approximation
adiabatique a encore un sens. On a

δT
T
≈ (Γ3 − 1)

δρ

ρ

et de l’équation de transfert on tire

δL
L

=

d(δT/T)
dr

d ln T
dr

+ 4
δr
r

+ 4
δT
T
− δκ
κ
.

Pour les modes d’ordre peu élevé, on peut négliger le terme en la dérivée deδT/T et le terme
enδr/r, on obtient

δL
L
≈

[
(4− κT)(Γ3 − 1)− κρ

] δρ
ρ
.

Dans des conditions courantes (entre autres, loi d’opacité de Kramers), on a

Γ3 ≈ 5/3 , κρ ≈ 1 , κT ≈ −3,5 .

Il vient donc [
(4− κT)(Γ3 − 1)− κρ

]
≈ 4 > 0 .
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T. 10.1 – Rapport entre le temps d’amplification et la période pour quelques types de va-
riables.

Type de variables τ′/τ

Céphéides classiques et RR Lyrae 102 à 103

δ Sct 104 à106

W Vir 10 à 20
variables à longue période (Mira) 1 à 10

δL/L est donc du même signe queδρ/ρ etδT/T et croît en valeur absolue. Il en résulte que

−δT
T

dδL
dr

< 0 ,

ce qui montre que les termes de transfert ont généralement un effet stabilisant.

Pour que les termes de transfert aient un effet excitateur, il faut changer le signe du coefficient .
On voit que cela peut se produire si l’une des conditions suivantes est satisfaite.
1◦) Si Γ3 − 1 est assez petit. Cette circonstance peut se présenter dans une zone où un élément

abondant est partiellement ionisé.
2◦) Si κT est positif, ce qui se produit dans les couches extérieures, à cause de la présence de

l’ion H−.

Ce mécanisme d’excitation reposant sur l’augmentation de l’opacité lors de la compression
adiabatique est appelé mécanismeκ. On l’appelle parfois aussi mécanismeγ quand on veut
insister sur le rôle joué par l’abaissement deΓ3 − 1 dans la zone excitatrice.

Une instabilité vibrationnelle due aux termes de transfert et ayant pour siège une zone où un
élément abondant est partiellement ionisé explique la variabilité d’un certain nombre d’étoiles
variables intrinsèques. Le mécanisme siège dans la zone de deuxième ionisation partielle de
l’hélium (He+ 
He++) pour les variables de la bande d’instabilité : RR Lyr,δ Cep, W Vir,
RV Tau, δ Sct. Dans le cas des variables de type Mira, l’ionisation partielle de l’hydrogène
(H
H+) serait responsable de l’instabilité et dans le cas des variables de typeβ Cep la cause
serait un accroissement d’opacité dû au fer, vers 200000 K.

La table 1 donne l’ordre de grandeur du rapport entre la périodeτ et le temps d’amplification
τ′ = 1/σ′.

10.4 Les modes étranges

Cette appellation désigne des modes dynamiques découverts initialement dans des modèles
stellaires très lumineux et dont le comportement a intrigué certains spécialistes. C’est ainsi que
dans des modèles massifs (50 à 150 M�) de séquence principale, le long d’une série linéaire où
le paramètre de contrôle est la masse, les fréquences des modes étranges évoluent différemment
de celles des autres modes. Aux points où les fréquences des modes étranges devraient croiser
les fréquences des modes réguliers, on observe soit un évitement du croisement (avoided cros-
sing en anglais) soit le développement d’une instabilité (les deux modes dont les fréquences
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se croisent acquièrent des<s de signes opposés). Dans nombre de cas, les modes étranges
sont fortement non adiabatiques et leur apparition semble être liée à l’existence d’une pression
de rayonnement bien plus grande que la pression gazeuse et d’une inversion de densité dans
une zone convective extérieure. L’énergie de la pulsation est confinée dans une petite région
incluant et surmontant l’inversion de densité (mode piégé). Dans les étoiles massives de la sé-
quence principale, ces modes sont responsables d’une instabilité pour des masses supérieures à
une masse critique qui va de 60 M� pourZ = 0,03à plus de 120 M� pour les étoiles pauvres en
métaux.

Ces modes étranges seraient également responsables des instabilités violentes qui affectent les
variables LBV. On en a également trouvé dans les étoiles déficientes en hydrogène, dans les
supergéantes de faible masse, dans les étoiles centrales des nébuleuses planétaires, dans les
étoiles de Wolf-Rayet et même dans les céphéides.

Buchler et al. (1997) ont montré qu’on pouvait trouver des modes étranges dans des situa-
tions faiblement non adiabatiques (céphéides) et que leur comportement pouvait s’expliquer
en termes mécaniques simples. Les équations de pulsation peuvent se mettre sous une forme
analogue à l’équation de Schrödinger. Les étoiles où apparaissent des modes étranges se carac-
térisent par l’existence d’une barrière de potentiel (potentiel doit être compris comme un terme
jouant dans l’équation de Schrödinger le même rôle qu’un potentiel) qui permet de piéger des
modes (les modes étranges) dans les couches extérieures de l’étoile. Le piégeage des modes
étranges explique les particularités de leur comportement. On trouvera un autre point de vue et
une bibliographie assez détaillée dans l’article de Saio et al. (1998).
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Chapitre 11

Le mécanisme de pulsation dans la bande
d’instabilité et le retard de phase de la
lumière

Les calculs de stabilité de modèles stellaires dans la bande d’instabilité donnent un accord plus
ou moins satisfaisant avec les observations. Ils montrent que dans la bande d’instabilité, le mode
radial fondamental ou le premier harmonique sont vibrationnellement instables. Cette instabilité
vibrationnelle a pour siège la région de l’enveloppe où l’hélium subit sa deuxième ionisation.
La zone d’ionisation de l’hydrogène, qui coïncide grossièrement avec la zone de première ioni-
sation de l’hélium, contribue également, mais dans une plus faible mesure, à l’instabilité.

Les calculs prédisent correctement la position de la limite bleue (c’est-à-dire la limite gauche
dans le diagramme HR, du côté des hautes températures) de la bande d’instabilité, mais ils
échouent quant à la limite rouge. Cela provient du fait que lorsque la température effective est
élevée, la convection transporte peu d’énergie, alors qu’à température effective plus basse, le
transport d’énergie par convection joue un rôle important. L’absence d’une théorie satisfaisante
de la convection en présence de pulsation suffit probablement à expliquer l’échec de la détermi-
nation de la limite droite de la bande d’instabilité.

La théorie rend compte également de la relation période-luminosité à laquelle obéissent les
céphéides et dont l’usage dans l’estimation des distances stellaires est bien connu. Cette relation
se prolonge même aux variablesδ Sct, comme l’illustre la figure 11.1.

11.1 Existence de l’instabilité

On doit à Cox (1967) une interprétation simple de l’existence de la bande d’instabilité.

L’ionisation d’un élément abondant a pour effet d’abaisserΓ3 − 1 (figure 11.2) et cela est favo-
rable à une instabilité vibrationnelle due au terme de transfert. Revenons sur cet argument avec
un peu plus de détails. Nous avons établi que, dans l’approximation quasi-adiabatique,

δL
L
≈ [(Γ3 − 1)(4− κT) − κρ] δρ

ρ
.
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F. 11.1 – Diagramme période-luminosité de céphéides et de variablesδ Sct pulsant dans le
mode fondamental (Fernie, 1992).

F. 11.2 – Comportement deΓ3−1 dans la région d’ionisation de He+ d’un modèle d’enveloppe
stellaire (Cox, 1967).
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F. 11.3 – Comportement deδL/L dans les couches superficielles d’un modèle stellaire (Cox,
1967).

Si la zone d’ionisation se situe dans la zone adiabatique de l’étoile, à la compression,δL/L aura
l’allure décrite à la figure 11.3. Dans la partie interne de la zone d’ionisationδL décroît à la
compression. Cette zone absorbe donc de la chaleur à haute température et effectue un travail
positif. Cet effet déstabilisant est cependant compensé dans la partie externe de la zone d’ioni-
sation, dans laquelle on peut tenir le raisonnement inverse. Une zone d’ionisation située dans la
zone adiabatique de l’étoile est donc incapable de provoquer une instabilité vibrationnelle.

Une zone d’ionisation située dans la zone fortement non adiabatique est également incapable
de provoquer une instabilité vibrationnelle carδL est pratiquement constant dans ces couches
extérieures de faible capacité calorifique (figure 11.4).

La situation la plus favorable pour le développement de l’instabilité vibrationnelle se produit
quand la zone d’ionisation coïncide avec la zone de transition. Si la pulsation cesse d’être ap-
proximativement adiabatique dans la partie externe de la zone d’ionisation,δL tendra à y devenir
indépendant der et le travail positif effectué dans la partie interne de la zone d’ionisation ne
sera plus compensé (figure 11.5).

Le calcul détaillé confirme cette interprétation. La bande d’instabilité est le lieu, dans le dia-
gramme HR, de coïncidence entre la zone de transition et la zone de seconde ionisation de l’hé-
lium. A gauche de la bande d’instabilité, pour des températures effectives plus élevées, cette
zone d’ionisation se trouve dans la région fortement non adiabatique. A droite de la bande d’in-
stabilité, pour des températures effectives plus basses, cette zone d’ionisation se trouve dans la
région adiabatique. La zone d’ionisation de l’hydrogène vient alors en coïncidence avec la zone
de transition mais le rôle important de la convection dans le transfert de l’énergie complique le
phénomène.
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F. 11.4 – Comportement deδL/L dans les couches superficielles d’un modèle stellaire (Cox,
1967).

F. 11.5 – Comportement deδL/L dans les couches superficielles d’un modèle stellaire (Cox,
1967).
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F. 11.6 – La pulsation deδ Cep : (a) courbe de lumière, (b) température, (c) rayon, (d) vitesse
radiale (Petit, 1987).
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11.2 Le retard de phase de la lumière

Selon la théorie adiabatique, le maximum de luminosité devrait correspondre au minimum de
rayon. Mais, pour les variables de la bande d’instabilité, le maximum de luminosité coïncide
avec le maximum de la vitesse d’expansion (figure 11.6). Pour une oscillation sinusoïdale, le
retard de phase serait donc d’un quart de période sur la prédiction de la théorie adiabatique.
A cause de l’asymétrie des courbes de lumière et de vitesse radiale, ce retard est un peu plus
faible. Les calculs détaillés reproduisent bien ce retard de phase et montrent qu’il est dû à la zone
d’ionisation de l’hydrogène. Il peut être expliqué par une théorie linéaire simple (Castor 1968
et 1971, Cox 1980). Nous n’en donnons que les grandes lignes ci-dessous.

Bien qu’elle corresponde à des températures s’échelonnant entre 8000 K et 15000 K, la zone
d’ionisation de l’hydrogène est très étroite et correspond à une faible fraction (de l’ordre du
vingtième) de l’échelle de hauteur de pression. Cette zone d’ionisation peut donc être considé-
rée comme une discontinuité (comme un changement de phase). Au cours de la pulsation cette
discontinuité se déplace à travers la masse de l’étoile. Supposons qu’au-dessous du front d’io-
nisationδL soit en opposition de phases avecδr. Au minimum de rayon,δL > 0 sous le front
d’ionisation. Celui-ci absorbe de l’énergie et se déplace donc, à travers la masse de l’étoile, vers
l’extérieur. Ce n’est qu’un quart de période plus tard, quandδL passe par 0 sous le front d’ioni-
sation, que celui-ci atteint sa position la plus extérieure. Or les couches de l’étoile surmontant
le front d’ionisation ont une structure très simple qui dépend essentiellement de la position du
front d’ionisation. C’est pourquoi la température effective est en phase avec la position du front
d’ionisation et atteint son maximum lorsque celui-ci atteint sa position la plus extérieure.

Ce mécanisme responsable du retard de lumière ne peut pas exister dans les étoiles dont la
température effective est supérieure à104K. Ceci est conforme aux observations : les variables
de typeβ Cep ne présentent pas de retard de phase.

Note

Le potentiel d’ionisation de H est de 13,6 eV. Pour l’hélium, il est de 24,6 eV pour la première
ionisation et de 54,4 eV pour la seconde. La zone de seconde ionisation de l’hélium se situe
à une température d’environ 40000 K, tandis que la zone d’ionisation de l’hydrogène se situe
vers 10000 K.
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Chapitre 12

Stabilité séculaire

Le temps caractéristique d’évolution d’un mode séculaire est de l’ordre de grandeur du temps
d’Helmholtz-Kelvin. On ne peut donc pas envisager d’utiliser l’approximation adiabatique. Par
contre le terme d’accélération, c’est-à-dire le terme ens2, peut être omis dans l’équation de
mouvement. Cela revient à négliger un terme de l’ordre de(τdyn/τHK)2, comparé aux autres
termes de l’équation. L’omission de ce terme ne simplifie malheureusement pas l’intégration du
système différentiel, d’ordre 4, en variables complexes.

Pendant longtemps on s’est contenté d’un critère simple de stabilité séculaire, qui peut être
considéré comme une approche grossière du problème. Nous exposons ce critère ci-dessous.

Pour obtenir la valeur caractéristiques d’un mode séculaire, on peut négliger le termes3 de
l’équation cubique obtenue dans un chapitre précédent. Il vient alors

s = −B
A

= −

∫
(Γ3 − 1)

δρ

ρ

(
δε − dδL

dm

)
dm

∫ {
c2r2

∣∣∣∣∣
d
dr

(
δr
r

)∣∣∣∣∣
2

− r
ρ

d
dr

[(3Γ1 − 4)P]
∣∣∣∣∣
δr
r

∣∣∣∣∣
2}

dm

.

L’approximation consiste à prendre comme fonction propre une perturbation décrivant une
contraction homologue du modèle.

δr
r

= −1 ,
δρ

ρ
= 3 ,

δP
P

= 4 ,
δT
T

=
4− 3Pρ

PT
.

δL/L est donné par l’équation de transfert et se réduit à

δL
L

= 4
δr
r

+ 4
δT
T
− δκ
κ

= −4− 3κρ +
4− 3Pρ

PT
(4− κT).

On obtient

s≈ − (Γ3 − 1)L

(Γ1 − 4
3)|Ω|

{
3κρ + 3ερ + 4 +

4− 3Pρ

PT
(κT + εT − 4)

}
,

oùΩ = −
∫

Gm dm
r

est l’énergie potentielle gravifique de l’étoile.

On notera les points suivants.
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1◦) s≈ 1/τHK

2◦) En supposant le modèle dynamiquement stable (Γ1 > 4/3), le critère de stabilité s’écrit

3κρ + 3ερ + 4 +
4− 3Pρ

PT
(κT + εT − 4) > 0.

12.1 Gaz parfait

Pour un gaz parfait, le critère de stabilité prend la forme

3κρ + κT + 3ερ + εT > 0.

Pour une étoile de la séquence principale, prenons

κρ ≈ 1 , κT ≈ −3,5 , ερ ≈ 1.

εT varie selon la température et les réactions nucléaires considérées. Citons néanmoins quelques
valeurs typiques. Pour la chaîne du proton,εT ≈ 6 vers5.106K et pour le cycle du carbone
εT ≈ 13 vers5.107K. Le critère de stabilité séculaire est donc satisfait. On l’interprète physi-
quement dans les termes suivants. Considérons une contraction homologue de l’étoile, réalisée
suffisamment lentement pour que l’équilibre hydrostatique soit assuré à chaque instant (il faut
évidemment supposer qu’une transformation homologue d’un modèle d’équilibre est encore un
modèle d’équilibre). Elle est décrite par

δr
r

= −1 ,
δρ

ρ
= 3

δP
P

= 4 ,
δT
T

= 1.

On a alors
δε

ε
− δL

L
= 3κρ + κT + 3ερ + εT > 0.

Si cette quantité est positive, cela signifie que le supplément de production d’énergie nucléaire
résultant de l’accroissement de densité et de température ne peut être entièrement compensé
par un accroissement de la luminosité. Il s’ensuit un accroissement de température. La pression
s’accroît également et s’oppose à toute nouvelle contraction du modèle.

12.2 Matière dégénérée

On a, à présent,
Pρ ≈ 5/3 , PT ≈ 0

et le critère de stabilité s’écrit
εT + κT − 4 < 0.

Dans la matière dégénérée, le transfert d’énergie s’effectue par conduction et on a (pour la
matière fortement dégénérée)

κ ∝ ρ−2T2 et κT ≈ 2.
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On voit que la présence de combustible nucléaire dans la matière dégénérée conduit à une
instabilité séculaire. On interprète physiquement cette instabilité de la manière suivante. Dans
la matière dégénérée, la pression est presque indépendante de la température. Considérons donc
une perturbation décrite par

δr
r

=
δρ

ρ
=
δP
P

= 0 ,
δT
T

= 1.

On a
δε

ε
− δL

L
= εT + κT − 4 > 0.

Un accroissement de la température accroît la production d’énergie nucléaire. Comme cet excès
d’énergie ne peut pas être entièrement évacué par la luminosité, il en résulte un accroissement
de température. Celui-ci est sans effet sur la pression, la structure hydrostatique de l’étoile ne
réagit pas et l’accroissement de température produit un nouvel accroissement de la production
d’énergie nucléaire. Le phénomène amorcé s’emballe et ne s’arrêtera que lorsque l’accroisse-
ment de température sera suffisant pour lever la dégénérescence.

12.3 Application à l’évolution stellaire

La notion de stabilité séculaire permet de comprendre, ou du moins d’éclairer, certains pro-
blèmes de structure et d’évolution stellaire. Notons que les modèles séculairement instables ne
peuvent pas représenter des étoiles au cours de leur évolution. En effet, l’apparition d’une insta-
bilité séculaire signifie que l’hypothèse d’équilibre thermique n’est plus justifiée et que l’étoile
va réajuster sa structure sur une échelle de temps thermique.

Le problème de l’unicité des modèles stellaires est intimement lié à celui de la stabilité séculaire.
Considérons un modèle stellaire en équilibre hydrostatique et thermique de masse totaleM et
de composition chimiqueχ(m). Ce modèle satisfait à quatre équations différentielles et quatre
conditions aux limites. En général, ces équations n’admettent pas d’autre solution de même
masse et de même composition chimique au voisinage de ce modèle. Localement, le modèle est
unique. Considérons le cas exceptionnel où il existe néanmoins une solution voisine du modèle
considéré et décrivons-la parr +δr, ρ+δρ, P+δP, . . . Les grandeursδr, δρ, δP, . . . satisfont aux
équations de structure linéarisées, qui sont identiques aux équations de stabilité séculaire avec
s = 0. Ainsi l’unicité locale du modèle stellaire est violée lorsqu’il existe un mode séculaire de
valeur propre nulle.

Le concept de série linéaire a été introduit par Poincaré en mécanique, mais son usage s’avère
intéressant également dans l’étude des structures stellaires et de leur stabilité séculaire. Il va
permettre de donner une vue plus concrète des notions qui précèdent. Considérons une famille
de modèles à un paramètreλ (par exemple, la séquence principale est une série linéaire de pa-
ramètreλ = M et de composition chimique homogèneχ(m) = χ0). On représente généralement
une série linéaire à l’aide d’un diagramme(λ, X) où X est une caractéristique du modèle. Cette
représentation est appelée diagramme de bifurcation. Pour la plupart des valeurs deλ, un modèle
d’équilibre peut être prolongé continûment et de façon unique au voisinage deλ. Les valeurs de
λ pour lesquelles cela n’est pas possible ou n’est pas possible de manière univoque sont appe-
lées points critiques. En ces points critiques, l’unicité locale du modèle stellaire est violée et le
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F. 12.1 – Diagrammes de bifurcation avec une valeur critiqueλ0.

modèle admet une valeur propre séculaire nulle. Il est donc fréquent d’observer un changement
de stabilité en un point critique. Si on représente en trait plein les modèles stables et en trait
discontinu les modèles instables, la figure 12.1 illustre des allures typiques d’un diagramme de
bifurcation au voisinage d’un point critique.

Considérons la séquence principale de l’hélium, c’est-à-dire la famille de modèles chimique-
ment homogènes essentiellement constitués d’hélium et brûlant l’hélium dans les régions cen-
trales. Cette séquence principale présente moins d’intérêt que la séquence principale d’hydro-
gène. Néanmoins de tels modèles peuvent représenter les restes d’étoiles originellement plus
massives, ayant développé un noyau d’hélium et ayant perdu leur enveloppe riche en hydrogène.
Le diagramme de bifurcation de cette série linéaire est donné à la figure 12.2 Cette série linéaire
présente deux points critiques. La première branche, notée He-MS, constitue la séquence prin-
cipale. Elle se raccorde à une branche intermédiaire instable, He-int, qui se prolonge jusqu’à
la masse limite de Chandrasekhar, voisine de1,4 M� (5,836 M�/µ2

e, où µe est le poids mo-
léculaire par électron, proche de 2 pour une naine blanche). Vient ensuite une branche stable
appelée branche des naines blanches (WD), il s’agit de modèles en équilibre thermique, à ne
pas confondre avec les modèles de naines blanches en cours de refroidissement.

Pendant la phase de séquence principale, le noyau de l’étoile s’appauvrit en hydrogène et s’en-
richit en hélium. Les réactions nucléaires finissent par s’arrêter dans le noyau et se poursuivent
dans une couche entourant celui-ci. Le noyau est alors isotherme et sa masse s’accroît au cours
du temps. L’étoile est alors constituée d’un noyau d’hélium pratiquement pur représentant une
fractionqc de la masse totale, le reste de l’étoile ayant gardé sa composition initiale. Cette phase
de l’évolution peut être représentée schématiquement par une série linéaire de paramètreqc. La
figure 12.3 montre l’aspect du diagramme de bifurcation pour différentes valeurs de la masse to-
tale. Lorsque le noyau d’hélium grossit, le modèle atteint un point critique où une valeur propre
séculaire s’annule et change de signes. La masse du noyau correspondant à ce point critique est
la masse limite de Schönberg-Chandrasekhar. La fraction de masse contenue dans le noyau est
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F. 12.2 – Diagramme de bifurcation de la séquence Les cercles indiquent les points critiques
(d’après Kippenhahn et Weigert, 1990).

F. 12.3 – Diagramme de bifurcation de la série linéaire des modèles ayant une fraction qc de
leur masse dans le noyau isotherme, pour différentes valeurs de la masse totale (Kippenhahn,
Weigert, 1990).
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F. 12.4 – Modèle de nova (Robinson, 1976).

alors donnée approximativement par

qc2 = 0,37

(
µe

µc

)2

,

où µe et µc sont respectivement les poids moléculaires moyens de l’enveloppe et du noyau.
Lorsque l’étoile atteint ce point critique, elle est au seuil de l’instabilité séculaire et son évo-
lution ultérieure ne peut plus être décrite par un modèle en équilibre thermique (on ne trouve
de modèle en équilibre thermique avecq > q1 que sur l’autre branche stable). L’évolution se
poursuit alors sur une échelle de temps thermique, le noyau se contracte et cesse d’être iso-
therme. Le point représentatif de l’étoile dans le diagramme HR se déplace rapidement vers la
droite, vers la région des géantes rouges. On notera que pour les étoiles de masse supérieure à
6 M�, la limite de Schönberg-Chandrasekhar est déjà dépassée lorsque s’installe la combustion
de l’hydrogène dans une couche. Dans ces étoiles, un noyau isotherme ne se développe pas et la
description simplifiée ci-dessus est inadaptée. D’autre part, pour les étoiles de masse inférieure
à1,4 M�, il n’y a plus de point critique.

Lorsqu’elles brûlent l’hélium dans les régions centrales, les étoiles de 9 M� et plus (la limite
est sensible aux détails de la physique) atteignent la limite de la stabilité séculaire et voient
leur évolution s’accélérer à un moment où elles décrivent des boucles dans le diagramme HR.
La vitesse à laquelle elles traversent la bande d’instabilité a des conséquences directes sur le
nombre de céphéides.

La remarque concernant l’instabilité de la combustion nucléaire dans la matière dégénérée peut
aider à comprendre certaines phases de l’évolution. Dans les étoiles de masse inférieure à
2,2 M�, le noyau d’hélium qui se forme pendant la phase de séquence principale atteint des
densités suffisantes pour subir la dégénérescence. Lorsque la température du noyau atteint des
valeurs de l’ordre de108 K, la réaction3α de combustion de l’hélium démarre au sein de la
matière dégénérée et s’emballe. Cette instabilité thermique, appelée flash de l’hélium, cesse
lorsque la température devient suffisamment élevée pour lever la dégénérescence.

L’explosion d’une nova est due à une instabilité thermique du même type. Une nova est un
système binaire dont une composante est une naine blanche. L’autre composante, plus froide,
remplit complètement son lobe de Roche et perd de la matière (voir figure 12.4). Celle-ci est
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capturée par la naine blanche après avoir transité par un disque d’accrétion. De la matière riche
en hydrogène s’accumule progressivement à la surface de la naine blanche. Lorsque la tempéra-
ture à la base de la matière accrétée est suffisamment élevée, les réactions nucléaires démarrent,
deviennent explosives et expulsent les couches superficielles de l’étoile.

Note

L’énergie potentielle gravifique d’une étoile se calcule de la façon décrite ci-dessous. SoitΦ le
potentiel gravifique. On a

dΦ

dr
=

Gm
r2
,

Φ(R) = −GM
R
.

L’énergie potentielle gravifique s’écrit

Ω =
1
2

∫
Φ dm=

1
2

∫
Φ

dm
dr

dr .

On intègre par parties

Ω = −1
2

GM2

R
− 1

2

∫
m

dΦ

dr
dr = −1

2
GM2

R
− 1

2

∫
Gm2

r2
dr

= −1
2

GM2

R
+

1
2

∫
Gm2 d

dr

(1
r

)
dr.

On intègre à nouveau par parties et on obtient

Ω = −
∫

Gm
r

dm.
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Chapitre 13

Oscillations non radiales

13.1 Coordonnées sphériques, rappel

Rapppelons les relations entre coordonnées sphériques et coordonnées cartésiennes :

x = r sinθ cosφ ,

y = r sinθ sinφ ,

z = r cosθ .

Nous utiliserons la base cartésienne locale~er , ~eθ, ~eφ. Notons les expressions différentielles de
ces vecteurs :

d~er = ~eθ dθ + sinθ~eφ dφ ,

d~eθ = −~er dθ + cosθ~eφ dφ ,

d~eφ = −(sinθ~er + cosθ~eθ) dφ .

Les expressions des opérateurs différentiels appliqués aux coordonnées ou aux vecteurs de base
se déduisent aisément des relations précédentes.

gradr = ~er , div~er = 2
r , rot~er = 0 ,

gradθ = 1
r ~eθ , div~eθ = 1

r cotgθ , rot~eθ = 1
r ~eφ ,

gradφ = 1
r sinθ~eφ , div~eφ = 0 , rot~eφ = 1

r cotgθ~er − 1
r ~eθ .

Soitα un champ scalaire et~a un champ vectoriel. Nous écrirons~a sous la forme

~a = ar~er + aθ~eθ + aφ~eφ .

On obtient aisément

gradα =
∂α

∂r
~er +

1
r
∂α

∂θ
~eθ +

1
r sinθ

∂α

∂φ
~eφ ,

div~a =
1
r2

∂

∂r

(
r2ar

)
+

1
r sinθ

∂

∂θ
(aθ sinθ) +

1
r sinθ

∂aφ
∂φ

,
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F. 13.1 – Les coordonnées sphériques.

rot~a =

[
1

r sinθ
∂

∂θ

(
aφ sinθ

)
− 1

r sinθ
∂aθ
∂φ

]
~er +

[
1

r sinθ
∂ar

∂φ
− 1

r
∂

∂r

(
raφ

)]
~eθ

+

[
1
r
∂

∂r
(raθ) − 1

r
∂ar

∂θ

]
~eφ ,

∆α =
1
r2

∂

∂r

(
r2∂α

∂r

)
+

1
r2 sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂α

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2α

∂φ2
.

Nous poserons

L2 = − 1
sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂φ2
,

où on reconnaît l’opérateur carré du moment cinétique utilisé en mécanique quantique. C’est,
en quelque sorte, la partie angulaire du laplacien (on l’appelle parfois legendrien).

∆α =
1
r2

∂

∂r

(
r2∂α

∂r

)
− 1

r2
L2α .

Rappelons que les fonctions sphériquesYlm(θ, φ) sont les fonctions propres deL2 :

L2Ylm(θ, φ) = `(` + 1)Ylm(θ, φ) .

13.2 Équations aux perturbations

Intéressons-nous à une perturbation dépendant du temps par un facteurest. Ecrivons le vecteur
déplacement sous la forme

−→
δr = δr ~er + r δθ~eθ + r δφ sinθ~eφ .
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On sera attentif aux notations utilisées :δr ne désigne pas le module de
−→
δr mais sa composante

radiale.

En utilisant des perturbations eulériennes, les équations différentielles du problème s’écrivent
de la façon suivante.

Équation de continuité :

ρ′ + δr
dρ
dr

+ ρ

{
1
r2

∂

∂r
(r2δr) +

1
sinθ

∂

∂θ
(sinθ δθ) +

∂ δφ

∂φ

}
= 0 .

Équations de mouvement :

s2δr = −∂Φ′

∂r
+
ρ′

ρ2

dP
dr
− 1
ρ

∂P′

∂r
,

s2r δθ = −1
r
∂Φ′

∂θ
− 1
ρr
∂P′

∂θ
,

s2r sinθ δφ = − 1
r sinθ

∂Φ′

∂φ
− 1
ρr sinθ

∂P′

∂φ
.

Équation de Poisson :
1
r2

∂

∂r

(
r2∂Φ′

∂r

)
− 1

r2
L2Φ′ = 4πGρ′ .

Équation d’énergie :

sT

(
S′ + δr

dS
dr

)
= ε′ +

ρ′

ρ2

1
r2

d
dr

(r2F)

−1
ρ

{
1
r2

∂

∂r
(r2F′r) +

1
r sinθ

∂

∂θ
(sinθ F′θ) +

1
r sinθ

∂F′φ
∂φ

}
.

Équations de transfert :

F′r = −λ′dT
dr
− λ∂T′

∂r
,

F′θ = −λ
r
∂T′

∂θ
,

F′φ = − λ

r sinθ
∂T′

∂φ
.

ExprimonsP′ et T′ en termes deρ′, S′ et des composantes du déplacement. Il reste alors 9
fonctions inconnues :ρ′, S′, δr, δθ, δφ, F′r , F′θ, F′φ et Φ′ qui doivent satisfaire 9 equations aux
dérivées partielles.

Ce problème est assez compliqué. En particulier, il n’est pas facile d’écrire des conditions li-
mites en surface pour les composantes du flux. Nous nous limiterons à l’étude des oscillations
non radiales adiabatiques. L’équation d’énergie est remplacée parδS = 0. Il n’est plus néces-

saire de déterminer
−→
F′ et l’équation de transfert devient inutile.
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δθ etδφ peuvent être tirés des équations de mouvement :

δθ = − 1
s2r2

∂χ

∂θ
,

δφ = − 1

s2r2 sin2 θ

∂χ

∂φ
,

où nous avons posé, pour simplifier l’écriture,χ = Φ′+ P′/ρ. On substitue ces expressions dans
l’équation de continuité :

ρ′ + δr
dρ
dr

+
ρ

r2

∂

∂r
(r2δr) +

ρ

s2r2
L2χ = 0 .

Développonsδr, Φ′, ρ′ et P′ en séries de fonctions sphériques :

δr(r, θ, φ, t) =

∞∑

`=0

∑̀

m=−`
δr`m(r)Ỳ m(θ, φ)est ,

· · ·
Dans les équations aux dérivées partielles, les dérivations par rapport àθ et φ n’apparaissent
que dans l’opérateurL2. Or les fonctions sphériques sont fonctions propres de cet opérateur. Il
en résulte que les équations se séparent. Il reste des équations différentielles pour les fonctions
radialesδr`m(r), . . .Nous obtenons pour chaque couple(`,m) un système différentiel du 4ème
ordre de la forme suivante (nous avons omis les indices` etm) :

ρ′ + δr
dρ
dr

+
ρ

r2

d
dr

(r2δr) +
ρ`(` + 1)

s2r2

(
Φ′ +

P′

ρ

)
= 0 ,

s2δr = −dΦ′

dr
+
ρ′

ρ2

dP
dr
− 1
ρ

dP′

dr
,

1
r2

d
dr

(
r2dΦ′

dr

)
− `(` + 1)

r2
Φ′ = 4πGρ′ .

Nous devons encore spécifier les conditions aux limites que doivent satisfaire les solutions de ce
système. Enr = 0, certains coefficients du système différentiel sont singuliers. Nous imposerons
aux solutions de rester régulières. Un développement en série montre qu’on doit imposer deux
conditions limites au centre et qu’on a, en son voisinage,

δr ∝ r`−1 , P′ etΦ′ ∝ r` .

A la surface de l’étoile, on imposera la conditionδP = 0. Il est inutile de raffiner cette condition
lorsqu’on utilise l’approximation adiabatique. On imposera également la continuité du potentiel
gravifique et de son gradient. Pour l’exprimer, notons qu’à l’extérieur de l’étoile,Φ′e (nous
utilisons l’indiceepour désigner la solution extérieure) satisfait à l’équation de Laplace

1
r2

d
dr

(
r2dΦ′

dr

)
− `(` + 1)Φ′

r2
= 0 ,

dont la solution régulière (c’est-à-dire qui tend vers zéro à l’infini) s’écrit

Φ′e =
A

r`+1
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où A est une constante.

Exprimons la continuité du potentiel et de sa dérivée par rapport àr à la surface de l’étoile.

δΦ = δΦe ,

δ
dΦ

dr
= δ

dΦe

dr
,

ou encore

Φ′ + δr
dΦ

dr
= Φ′e + δr

dΦe

dr
,

dΦ′

dr
+ δr

d2Φ

dr2
=

dΦ′e
dr

+ δr
d2Φe

dr2
.

On notera que les dérivées premières du potentiel sont égales

dΦ

dr
=

dΦe

dr
.

En ce qui concerne les dérivées secondes, on n’a l’égalité que si la densité s’annule en surface.
On a, en effet,

d2Φe

dr2
+

2
r

dΦe

dr
= 0 ,

d2Φ

dr2
+

2
r

dΦ

dr
= 4πGρ .

En soustrayant, il vient
d2Φe

dr2
− d2Φ

dr2
= −4πGρ .

Les conditions de continuité donnent donc

Φ′ =
A

r`+1
,

dΦ′

dr
= −(` + 1)A

r`+2
− 4πGρ δr .

L’élimination de la constanteA donne la condition cherchée

dΦ′

dr
+
` + 1

r
Φ′ + 4πGρ δr = 0 .

On a ainsi à résoudre, pour chaque couple(`,m), un système différentiel homogène avec condi-
tions limites. Pour une valeur arbitraire des, il n’existe pas d’autre solution que la solution nulle.
On n’obtiendra de solution non nulle que pour certaines valeurs particulières des, que nous ap-
pellerons valeurs propres. Pour chaque couple(`,m), il en existe une infinité dénombrable que
nous noteronssk`m.

L’indice m ne figure pas dans les équations différentielles, ni dans les conditions limites. Par
conséquent on a

sk`m = sk`m′ .
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Les valeurs propres peuvent donc être notées par deux indices seulementsk`. Chaque valeur
propre correspond ainsi à2` + 1 valeurs différentes dem, donc à2` + 1 modes différents d’os-
cillation non radiale. On dit qu’elle est dégénérée2` + 1 fois. Les fonctions propres décrivant
ces2` + 1 modes ont le même facteur radial et ne diffèrent que par leur facteur angulaire. Cette
dégénérescence est due à la symétrie sphérique de la configuration d’équilibre. On la rencontre
également dans la théorie de l’atome d’hydrogène en mécanique quantique. On peut établir
l’existence de cette dégénérescence par des méthodes de la théorie des groupes. Cette dégéné-
rescence peut être levée par un facteur qui brise la symétrie sphérique, tel que la rotation.

13.3 L’approximation de Cowling

Dans les oscillations non radiales, les perturbations du potentiel gravifique sont, en général,
assez petites. Cela est surtout vrai pour les modes d’ordre élevé (k ou` élevés). Si on les néglige,
on obtient un système différentiel du second ordre, plus facile à étudier. C’est l’approximation
de Cowling.

ρ′ + δr
dρ
dr

+
ρ

r2

d
dr

(r2δr) +
`(` + 1)P′

s2r2
= 0 ,

s2δr =
ρ′

ρ2

dP
dr
− 1
ρ

dP′

dr
.

SupposonsΓ1 constant et faisons le changement de variables

v = r2δr P1/Γ1 , w = P′/P1/Γ1 .

En posants = −iσ, il vient, après quelques calculs,

dv
dr

=
( L2

`

σ2
− 1

) r2P2/Γ1

ρc2
w ,

dw
dr

= (σ2 − n2)
ρ

r2P2/Γ1
v .

Aux limites r = 0 et r = R on doit imposerv = 0. Les paramètresL` et n ont les dimensions
d’une fréquence. Ce sont respectivement les fréquences de Lamb et de Brunt-Väisälä ; elles sont
définies par les relations

L2
` =

`(` + 1)c2

r2
et n2 = −Ag,

avec

A =
d ln ρ

dr
− 1

Γ1

d ln P
dr

.

Rappelons que le critère de stabilité vis-à-vis de la convection (critère de Schwarzschild) s’écrit
A < 0 oun2 > 0.

Si Γ1 n’est pas constant, on obtient un système de la même forme par un changement de va-
riables plus compliqué.
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Chapitre 14

Modes non radiaux

14.1 Orthogonalité des fonctions propres

Nous avons vu précédemment que l’équation de mouvement d’une perturbation adiabatique
pouvait se mettre sous la forme

σ2−→δr = L−→δr ,
oùL est un opérateur auto-adjoint relativement au produit scalaire

(~u,~v) =

∫
ρ~u · ~v dV .

Les propriétés établies alors s’appliquent donc aux oscillations non radiales adiabatiques. En
particulier, les fonctions propres de ce problème peuvent être choisies orthogonales. On notera
que les fonctions propres correspondant à une même fréquence mais d’indices` oumdifférents
sont orthogonales du fait de l’orthogonalité des fonctions sphériquesỲ m.

14.2 Composantes du déplacement

Pour un mode donné, on a

−→
δr = δr ~er + r δθ~eθ + r sinθ δφ~eφ

= δr ~er +
1

rσ2

(
∂χ

∂θ
~eθ +

1
sinθ

∂χ

∂φ
~eφ

)
,

δr = δr(r) Ỳ m(θ, φ) e−iσt ,

χ = χ(r) Ỳ m(θ, φ) e−iσt .

On écrira
−→
δr = (a(r)~ε + b(r)~η) e−iσt ,
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avec

a(r) = δr(r) ,

b(r) =
χ(r)
rσ2

,

~ε = Ỳ m(θ, φ)~er ,

~η =
∂Ỳ m

∂θ
~eθ +

1
sinθ

∂Ỳ m

∂φ
~eφ =

∂Ỳ ,m

∂θ
~eθ +

imỲ ,m

sinθ
~eφ .

On notera que
∫
|ε |2 dΩ = 1 ,

∫
|η|2 dΩ = `(` + 1) .

La dernière égalité se justifie comme suit

∫
|η|2 dΩ =

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0

[∣∣∣∣∂Ỳ m

∂θ

∣∣∣∣
2

+
m2

sin2 θ
|Ỳ m|2

]
sinθ dθ

=

∫ 2π

0
dφ

{[
sinθ Y`m

∂Ỳ m

∂θ

]π
0

+

∫ π

0

[
− 1

sinθ
∂

∂θ

(
sinθ

∂Ỳ m

∂θ

)
+

m2

sin2 θ
Ỳ m

]
Y`m sinθ dθ

}
.

Le terme intégré est nul et

[
− 1

sinθ
∂

∂θ

(
sinθ

∂Ỳ m

∂θ

)
+

m2

sin2 θ
Ỳ m

]
= L2Ỳ m = `(` + 1)Ỳ m .

Il vient donc ∫
|η|2dΩ = `(` + 1)

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
|Ỳ m|2 sinθ dθ = `(` + 1)

et finalement ∫
|−→δr |2dm=

∫
ρr2

[
a2 + `(` + 1)b2

]
dr .

14.3 Modes p, g et f

Le système différentiel décrivant les oscillations non radiales d’une étoile ne peut être résolu
analytiquement que dans le cas (fort peu réaliste) du modèle homogène. Cette étude met cepen-
dant en évidence les différents types de modes non radiaux. Nous décrivons donc ci-dessous les
modes non radiaux du modèle homogène (voir figure 14.1).

Pour chaque couple d’indices (`,m), on obtient une infinité dénombrable de modes instables
(σ2 = −s2 < 0). Les valeurs deσ2 possèdent un point d’accumulation en 0. La force d’Archi-
mède joue un rôle prépondérant dans la dynamique de ces modes. Ils sont de la même nature
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F. 14.1 – Fréquences des modes non radiaux du modèle homogène.

que les ondes internes de gravité. Ils décrivent en fait l’instabilité du modèle homogène vis-à-vis
de la convection. On les appelle modesg (g = gravité).

Il existe également une infinité dénombrable de modes stables (σ2 = −s2 > 0). Les valeurs
deσ2 ne possèdent pas de point d’accumulation à distance finie. Les forces de pression jouent
un rôle dominant dans la dynamique de ces modes. Ils sont de même nature que les ondes
acoustiques. On les appelle modesp (p = pression).

Enfin lorsquè > 1, il existe un mode stable, de fréquence inférieure à celles des modesp. On
l’appelle modef ( f = fondamental).

Pour des modèles plus réalistes, le système différentiel est trop compliqué pour une discussion
analytique (voir toutefois ci-dessous). De nombreuses intégrations numériques montrent que
les modes non radiaux de modèles physiques peuvent être classés selon un schéma analogue à
celui du modèle homogène. Ce schéma est exactement le même si le modèle est entièrement
convectif. Si le modèle est entièrement radiatif, les modesg sont stables. Leurs fréquences sont
inférieures aux fréquences du modef et des modesp et possèdent un point d’accumulation
en 0. Si le modèle possède à la fois des zones radiatives et des zones convectives, on trouve
deux spectres de modesg, les uns stables, les autres instables, comme cela est représenté à la
figure 14.2. Les modesg stables sont désignés par la notationg+ et les modesg instables par la
notationg−.

Dans l’approximation de Cowling, on peut démontrer rigoureusement l’existence des différents
types de modes. De façon moins rigoureuse, on peut observer que pour les valeurs élevées
de σ2, en négligeant le terme en1/σ2, on a un problème de Sturm-Liouville avecλ = σ2

comme paramètre. Les solutions correspondantes sont les modesp. Pour les petites valeurs de
σ2, en négligeant le terme enσ2, on a un problème de Sturm-Liouville avecλ = 1/σ2 comme
paramètre. Les solutions correspondantes sont les modesg.

La nature physique des modes non radiaux peut être décrite comme suit. Les modesp sont
des ondes acoustiques. Les modesg− décrivent l’instabilité convective. Les modesg+ sont des
ondes internes de gravité. Dans les modèles très condensés, les modesp et les modesg+ d’ordre
k peu élevé peuvent présenter un caractère mixte et se comporter comme des ondes de gravité
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F. 14.2 – Fréquences des modes non radiaux d’un modèle physique.

T. 14.1 – Quelques caractéristiques de modes non radiaux de degré` = 2 du modèle standard.

mode ω ξs/ξc 〈x〉
g10 0,567887 3,977(−3) 0,299
· · · · · · · · · · · ·
g3 1,34992 −2,518(−2) 0,280
g2 1,68171 5,521(−2) 0,278
g1 2,21688 −0,2399 0,292
f 2,85926 3,6763 0,493
p1 3,90687 −57,34 0,702
p2 5,16947 213,0 0,735
p3 6,43999 −453,2 0,742
· · · · · · · · · · · ·
p10 15,2849 4204 0,739

dans les régions centrales de l’étoile et comme des ondes acoustiques dans les régions externes.

La table 14.1 donneω, ξs/ξc et 〈x〉 pour quelques modes non radiaux du modèle standard (po-
lytrope d’indice3 avecΓ1 = 5/3), avec

ξ = x1−` δr
R

et 〈X〉 =

∫
X|−→δr |2dm

∫
|−→δr |2dm

.

Les figures 14.3 à 14.7 donnentξ pour quelques modes non radiaux du modèle standard. On
notera que les modesp, tout comme les modes radiaux, ont des amplitudes croissantes dans les
couches extérieures de l’étoile. Les modesg, au contraire, ont leur maximum d’amplitude dans
les régions centrales.
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F. 14.3 – Modèle standard, mode d’oscillation non radiale` = 2, p1.

F. 14.4 – Modèle standard, mode d’oscillation non radiale` = 2, p2.
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F. 14.5 – Modèle standard, mode d’oscillation non radiale` = 2, g1.

F. 14.6 – Modèle standard, mode d’oscillation non radiale` = 2, g2.
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F. 14.7 – Modèle standard, mode d’oscillation non radiale` = 2, f .

14.4 Modes sphéroïdaux et modes toroïdaux

Les modes radiaux et non radiaux étudiés jusqu’ici forment-ils un ensemble complet ? Nous
allons montrer que ce n’est pas le cas et nous indiquerons comment compléter cet ensemble.

Un champ vectoriel quelconque~u peut être décomposé de la façon suivante,

~u = gradφ + rot~v .

Sous certaines conditions (comportement des champs à l’infini), cette décomposition est unique.
Le termegradφ est appelé composante longitudinale du champ etrot~v est sa composante trans-
versale. A son tour, la composante transversale (ou solénoïdale) peut être décomposée comme
suit,

rot~v = rot(χ~er) + rot rot(ψ~er) .

le termerot(χ~er) est un champ toroïdal etrot rot(ψ~er) est un champ poloïdal.

Un champ vectoriel~u peut ainsi être décrit à l’aide de trois potentiels scalairesφ, χ etψ.

~u = gradφ + rot(χ~er) + rot rot(ψ~er) .

En développant le terme poloïdal, on peut encore écrire

~u = α~er + gradβ + rot(χ~er) .

On notera que, dans les deux expressions, le terme toroïdalrot(χ~er) est univoquement défini par
la donnée du champ vectoriel~u.

Nous allons à présent exprimer
−→
δr sous cette forme. L’équation de mouvement s’écrit

s2−→δr = −gradΦ′ − 1
ρ

gradP′ +
ρ′

ρ2
gradP .
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En utilisant la relation adiabatique et l’équation de continuité, il vient

s2−→δr = −gradχ + c2~Adiv
−→
δr ,

où

χ = φ′ +
P′

ρ
,

~A =
1
ρ

gradρ − 1
Γ1P

gradP .

On a donc exprimé
−→
δr sous la forme

−→
δr = α~er + gradβ ,

avec

α = c2Adiv
−→
δr/s2 ,

β = −χ/s2 .

Les modes non radiaux que nous avons considérés jusqu’ici ne possèdent pas de composantes
toroïdales. Il est clair qu’ils ne peuvent donc pas former un ensemble complet. Pour obtenir un
ensemble complet, nous devons considérer également les modes de fréquence nulle qui ont été
négligés dans ce qui précède. Nous ne développerons pas ce point de manière détaillée.

Les modes de fréquence nulle sont indivergentiels. Nous en distinguerons deux classes.

1. Il existe trois modes̀ = 1, m = −1, 0, 1 de type sphéroïdal. La composante radiale est
une constante non nulle. Ils décrivent une translation de l’étoile.

−→
δr = a

{
Ỳ m~er +

∂Ỳ m

∂θ
~eθ +

1
sinθ

∂Ỳ m

∂φ
~eφ

}
= vecteur constant.

On pourrait, formellement, les considérer comme les modesf de degré̀ = 1.

2. Il existe une infinité de modes toroïdaux. Ils sont caractérisés par l’absence de déplace-
ment radial. Ils sont de la forme

−→
δr = a(r)

{ 1
sinθ

∂Ỳ m

∂φ
~eθ − ∂Ỳ m

∂θ
~eφ

}
.

Les déplacement horizontaux et indivergentiels ne perturbent évidemment pas l’équilibre
hydrostatique de l’étoile et on a

ρ′ = 0, P′ = 0, Φ′ = 0 .

Les fonctions propres
−→
δr du problème radial et du problème non radial (modes de fréquence

nulle et modes de fréquence non nulle) forment un ensemble complet. Tout champ de déplace-
ment

−→
δr peut être exprimé sous la forme d’une série dont les termes sont des éléments de cet

ensemble.
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14.5 Expression asymptotique des fréquences

L’étude du comportement asymptotique des modes non radiaux est plus compliquée que celle
des modes radiaux, même dans l’approximation de Cowling. A partir des équations env et w
obtenues précédemment, on peut écrire une équation du second ordre env ou enw. Outre les
singularités au centre et à la surface, on a également une singularité mobile au point oùσ2 = σ2

a

dans le premier cas et une ou des singularités mobiles aux points oùσ2 = n2 dans le second cas.
Comme pour l’étude asymptotique des oscillations radiales, le modèle est découpé en plusieurs
domaines contenant chacun une singularité. Les solutions approchées obtenues dans chacun
des domaines sont ensuite raccordées continûment. Nous nous contenterons de donner sans
démonstration les approximations d’ordre le plus bas qu’on obtient pour les fréquences.

On obtient, pour les modesp,

σkl ≈

(
k +

`

2
+

ne

2
+

1
4

)
π

∫ R

0

dr
c

,

où ne est l’indice polytropique effectif des couches superficielles. Pour` = 0, cette expression
se réduit à celle que nous avons obtenue précédemment pour les modes radiaux, numérotés
comme ils l’ont été. On notera également l’équidistance et les superpositions approximatives
de fréquences données par

σk+1,l − σk,l ≈ cte, σkl ≈ σk−1,l+2 et σk,l+1 ≈ (σk,l + σk+1,l)/2.

Pour les modesg±, les fréquences asymptotiques sont données par des expressions qui font
intervenir la fréquence de Brunt-Väisälä et dont le détail dépend de la succession des zones
convectives et radiatives dans le modèle. Dans le cas d’un modèle entièrement radiatif ou entiè-
rement convectif, elles sont données par

√
`(` + 1)
|σkl| ≈

(
k +

`

2
+

ne

2
+

1
4

)
π

∫ |n|
r

dr
.

Pour les autres cas, on consultera l’article de Tassoul (1980). On notera que pour les modesg±

d’ordre élevé, ce sont les périodes qui sont approximativement équidistantes.
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Chapitre 15

Influence de la rotation

Étudions l’effet d’une rotation lente de l’étoile sur ses pulsations adiabatiques non radiales. Le
modèle est en rotation différentielle stationnaire autour de l’axez à la vitesse angulaireΩ(r, θ)
et la rotation est suffisamment lente pour qu’on puisse négliger les termes enΩ2 (s’ils devaient
être pris en considération, le modèle ne pourrait plus être considéré comme sphérique).

La différence, par rapport au modèle sans rotation, s’introduit dans le développement de l’équa-
tion de mouvement

d2−→δr
dt2

= L−→δr ,
qui s’écrit maintenant (

∂

∂t
+ ~v · grad

)2−→
δr = L−→δr ,

où~v est la vitesse de rotation dans le modèle non perturbé,

~v = Ωr sinθ−→eφ.

Recherchons une solution dépendant du temps par un facteure−iσt et négligeons les termes du
second ordre env (ou enΩ), il vient

σ2−→δr + 2σM−→δr +L−→δr = 0,

où on a posé
M−→δr = i(~v · grad)

−→
δr .

M est un opérateur linéaire imaginaire pur (M = −M) et on montre aisément qu’il est hermi-
tien. En effet,

(M~ξ, ~η) =

∫
iρ

[
(~v · grad)~ξ

]
· ~η dV

=

∫
i div

[
ρ(~ξ · ~η)~v

]
dV−

∫
i(~ξ · ~η) div(ρ~v) dV−

∫
iρ

[
(~v · grad)~η

]
· ~ξ dV.

Le premier terme peut être transformé en intégrale de surface qui s’avère être nulle et le second
contient le facteur nuldiv(ρ~v). Il reste donc(~ξ,M~η).
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Pour toute fonction~ξ, on peut former les expressions

J = (ξ, ξ) , M = (ξ,Mξ) et L = (ξ,Lξ)
et résoudre l’équation

JΣ2 + 2MΣ + L = 0

par rapport àΣ. On définit ainsi une fonctionnelleΣ(ξ) qui jouit d’une propriété variationnelle
intéressante. Siξ est une solution de l’équation de mouvement pour une valeur deσ réelle, alors
ξ rend la fonctionnelleΣ stationnaire etσ = Σ(ξ).

Fixons notre attention sur un mode d’oscillation. En l’absence de rotation, il est décrit par une
fonction propreξ0 et sa fréquenceσ0 satisfait à l’équation

J0σ
2
0 + L0 = 0 avec J0 = (ξ0, ξ0) et L0 = (ξ0,Lξ0).

En présence d’une rotation lente, sa fonction propre et sa fréquence propre s’écriront

ξ = ξ0 + ξ1 et σ = σ0 + σ1,

où ξ1 etσ1 sont de petites corrections dues à la rotation. La fréquence satisfait à l’équation

Jσ2 + 2Mσ + L = 0.

On développe cette équation en négligeant les termes d’ordres supérieurs au premier en les
corrections en notant queM0 = (ξ0,Mξ0) doit aussi être considéré comme une correction, car
cette expression contient la vitesse de rotation de l’étoile. Il vient

σ1 = −M0/J0.

On montre aisément que
M~ξ = −mΩ~ξ + i~Ω ∧ ~ξ,

et il vient

σ1 =

∫
ρ
[
mΩ|ξ|2 − i(~Ω, ~ξ, ~ξ )

]
dV

∫
ρ|ξ|2dV

.

Cette expression est nulle pour un mode radial. Pour un mode non radial, on écrit~ξ sous la
forme

~ξ = aỲ m~er + b

(
∂Ỳ m

∂θ
~eθ +

im
sinθ

Ỳ m~eφ

)

et il vient

i(~Ω, ~ξ, ~ξ ) = 2mΩab|Ỳ m|2 + mΩb2∂|Ỳ m|2
∂θ

cotgθ.

Finalement, on obtient

σ1 =

m
∫

ρΩ

{
(a2 − 2ab)|Ỳ m|2 + b2

(∣∣∣∣∣
∂Ỳ m

∂θ

∣∣∣∣∣
2

+
m2

sin2 θ
|Ỳ m|2 − ∂|Ỳ m|2

∂θ
cotgθ

)}
dV

∫
ρr2[a2 + `(` + 1)b2] dr

.
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Cette expression se simplifie si on suppose queΩ = Ω(r), ce qui semble être une hypothèse
assez raisonnable. On obtient alors

σ1 =

m
∫

ρr2Ω[a2 + `(` + 1)b2 − 2ab− b2] dr
∫

ρr2[a2 + `(` + 1)b2] dr
.

Dans le cas particulier où la rotation est uniforme, cette expression se simplifie encore et on a

σ1 = mβΩ ou σk`m = σ0
k` + mβk`Ω,

oùσ0
k` est la fréquence propre en l’absence de rotation et la constanteβk` est calculée à partir

des fonctions propres du mode(k, `) sans rotation,

βk` =

∫
ρr2[a2 + `(` + 1)b2 − 2ab− b2] dr

∫
ρr2[a2 + `(` + 1)b2] dr

.

On notera que la rotation lève complètement la dégénérescence.

La rotation de l’étoile affecte également les modes toroïdaux. En présence de rotation, ces
modes acquièrent des fréquences non nulles et le déplacement cesse d’être entièrement hori-
zontal et toroïdal. Ce sont des modes de basse fréquence, de même nature que les ondes de
Rossby ou ondes planétaires. Leur dynamique est dominée par la force de Coriolis. Nous ne
les étudierons pas ici. Signalons que dans le cas de la rotation uniforme, leurs fréquences sont
données, en première approximation, par la relation

σ = mΩ − 2mΩ

`(` + 1)
.

15.1 Oscillations non radiales dans les étoiles variables

La mise en évidence de modes non radiaux dans les étoiles variables repose sur l’observation
d’indices divers : déformation caractéristique du profil des raies spectrales, fréquence de pul-
sation inférieure à celle du mode fondamental radial, rapport de fréquences incompatible avec
des pulsations radiales, multiplet de fréquences provenant de la levée de la dégénérescence par
la rotation.

Certaines variables du typeβ Cep ainsi qu’un certain nombre de variablesδ Sct présentent des
pulsations non radiales en plus de leurs modes radiaux.

La variabilité des profils de raies dans certaines étoiles B variables (SPB ouslowly pulsating B
stars) résulte de l’existence de modes non radiaux en présence de rotation.

Les naines blanches variables sont en général multipériodiques et présentent des périodes de
quelques centaines à quelques milliers de secondes. Les modes observés sont des modesg de
degré̀ peu élevé. On observe parfois lesplitting des fréquences dû à la rotation.
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La variabilité des étoiles Ap est due à la non uniformité de leur surface et à leur rotation.
Chez certaines de ces étoiles, à ces variations, se superposent des variations de lumière de
faible amplitude et de périodes comprises entre 4 et 15 minutes. L’analyse fait apparaître des
fréquences régulièrement espacées, illustrant lesplitting rotationnel.

Le cas le mieux étudié est celui de l’oscillation solaire à 5 minutes. Elle se compose de milliers
de modes de toutes les valeurs du degré` des fonctions sphériques comprises entre 0 et 3000,
de fréquences voisines de 3 mHz. Pour les valeurs peu élevées de`, il s’agit de modesp d’ordre
compris entre 10 et 30. Pour une valeur de` donnée, l’espacement des fréquences∆ν = ∆σ/2π
de deux modes consécutifs est voisin de 136µHz. L’erreur relative sur les fréquences est in-
férieure à10−4 pour la plupart des modes et de l’ordre de10−5 pour certains d’entre eux, de
sorte que les structures fines dues à la rotation peuvent être mises en évidence (l’écartement des
fréquences d’un multiplet est de l’ordre de0,4 µHz).

Note

La décomposition des fréquences des modes non radiaux par la rotation est désignée en anglais
par l’expressionrotational splitting. L’usage du termesplittingdans ce contexte est fréquent en
français.
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Chapitre 16

Sismologie solaire et stellaire

L’objectif principal de la sismologie solaire (héliosismologie) ou stellaire (astérosismologie) est
d’inférer la structure du Soleil ou des étoiles à partir des propriétés observées des oscillations
solaires ou stellaires. Ce problème est souvent appelé problème inverse. Les données d’obser-
vation sont de loin plus abondantes dans le cas du Soleil que dans le cas des étoiles. Nous
parlerons donc surtout d’héliosismologie.

La méthode d’inversion la plus simple consiste à disposer d’une famille de modèles dépen-
dant de quelques paramètres et d’ajuster leurs valeurs, par la méthode des moindres carrés par
exemple, de façon à reproduire au mieux les fréquences observées. On peut ainsi ajuster l’abon-
dance de l’hélium et le paramètre de longueur de mélange dans la zone convective. Cette façon
d’utiliser les données ne nécessite pas l’usage d’une technique de calcul spécialisée mais elle
n’extrait pas le maximum d’information des données héliosismiques disponibles.

Une autre méthode fait usage des expressions asymptotiques des fréquences d’oscillation. Ces
expressions ont l’avantage de mettre en évidence les facteurs importants déterminant les fré-
quences, mais on peut s’interroger sur la validité de leur emploi pour des modes d’ordre pas
très élevé.

Nous décrirons ci-dessous quelques aspects des méthodes d’inversion numériques. La première
étape est toujours la résolution du problème direct, qui consiste à calculer les fréquences d’os-
cillation d’un modèle solaire de référence. Comme on l’a vu, cela nécessite la résolution d’un
système d’équations différentielles aux valeurs propres et aux conditions limites dont les coeffi-
cients dépendent du modèle d’équilibre. Dans une seconde étape, des fréquences observées, on
infère des corrections aux valeurs de ces coefficients pour le Soleil réel. On ne peut évidemment
pas espérer que l’héliosismologie fournisse un modèle solaire de manière univoque. D’une part
il y a certainement des propriétés du Soleil qui ne peuvent pas être déduites de la mesure des
fréquences d’oscillation, d’autre part les données sont en nombre fini et entachées d’erreurs.

16.1 Détermination deΩ(r)

Les données desplitting rotationnel fournissent des indications sur la vitesse angulaire de rota-
tion Ω à l’intérieur du Soleil. Pour simplifier, nous supposerons qu’elle dépend uniquement de
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r.

σk`m− σk`0 = m
∫

Kk`(r)Ω(r) dr ,

où le noyauKk`(r) est construit à partir des fonctions propres du mode(k, `) en l’absence de
rotation.

En utilisant un indice uniquei au lieu du couple(k, `), les données sismiques imposent surΩ

les conditions linéaires ∫
Ki(r)Ω(r) dr = wi , i = 1, . . . ,N.

Il est clair que ces équations, en nombre fini, ne permettent pas de déterminer univoquement
Ω(r). A toute solution de ces équations, on peut en effet ajouter une fonctionΩ⊥(r) orthogonale
à tous les noyauxKi(r) et obtenir une nouvelle solution.

∫
Ki(r)Ω⊥(r) dr = 0 , i = 1, . . . ,N.

Il faut ajouter que les donnéeswi sont entachées d’erreurs, ce qui renforce l’indétermination de
Ω(r). Le problème n’est donc pas seulement de trouver une solution approchée des équations
ci-dessus, mais de sélectionner, parmi une infinité de solutions, celle qui décrirait le mieux la
distribution réelle de vitesse angulaire à l’intérieur du Soleil. Il faudrait pour cela disposer d’in-
formations supplémentaires surΩ(r), provenant d’une autre source que les données sismiques.
À défaut de disposer de telles informations, on impose àΩ(r) des conditions dont le caractère
arbitraire est inévitable. Nous nous bornerons à l’esquisse de deux méthodes d’inversion.

Développement spectral

Puisque la composante deΩ(r) orthogonale auxKi(r) est inaccessible aux observations, il paraît
assez naturel de vouloir seulement déterminer la partie deΩ(r) qui peut s’exprimer comme
combinaison linéaire desKi(r) :

Ω̃(r) =

N∑

j=1

Ω jK j(r) .

Les coefficientsΩ j doivent satisfaire aux équations

N∑

j=1

Ai j Ω j = wi , i = 1, . . . ,N avec Ai j = Aji =

∫
Ki(r)K j(r) dr .

On se heurte toutefois au problème que la matriceA est presque singulière. De petites erreurs
sur leswi impliquent alors des erreurs importantes sur lesΩ j. La solution qu’on obtiendrait par
la résolution directe du système d’équations ci-dessus serait dominée par les erreurs affectant
les données et serait complètement illusoire. On dit d’un tel problème qu’il est mal posé.

Pour mieux mettre en évidence l’origine du problème, écrivons la matriceA (symétrique, définie
positive) sous la forme

A = U diag(λ1, . . . , λN) Ũ ,
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où U est orthogonale et où les valeurs propres sont ordonnées par valeurs décroissantes,λ1 ≥
λ2 ≥ . . . ≥ λN ≥ 0. Il vient, Ω désignant le vecteur de composantesΩ j,

Ω = Udiag

(
1
λ1
, . . .

1
λN

)
Ũw .

On voit que l’amplification des erreurs affectant les données provient des petites valeurs propres
de la matriceA. La cause de cette situation doit être recherchée dans le fait que le nombre d’in-
formations pratiquement indépendantes présentes dans les données héliosismiques est beaucoup
plus petit que le nombre de fréquences mesurées. Le remède consiste à n’utiliser que les don-
nées ou combinaisons linéaires de données correspondant à des informations indépendantes.
Cela peut se faire simplement en remplaçant, dans la matrice diagonale, les1/λi par0, à partir
d’un certain rang, lorsque lesλi sont jugés trop petits. Plus astucieusement, les données redon-
dantes peuvent être éliminées, lors d’un traitement préalable, avant de commencer le processus
d’inversion proprement dit.

Méthode des moindres carrés

On choisit une base de fonctionsφ j(r) ( j = 1, . . . ,M) pour exprimer une approximatioñΩ(r)
deΩ :

Ω̃ =

M∑

j=1

Ω jφ j(r) .

Étant donné la redondance des données par rapport aux informations qu’elles contiennent, on
choisiraM < N et on déterminera lesΩ j par la méthode des moindres carrés. On impose géné-
ralement des conditions supplémentaires surΩ̃(r), par exemple de ne pas varier trop rapidement.
On sera ainsi amené à minimiser, par exemple, une expression du type

S =

N∑

i=1

[
wi −

∫
Ki(r)Ω̃(r) dr

]2

+ µ

∫ d2Ω̃

dr2


2

dr ,

où µ est un paramètre positif arbitrairement choisi. Le dernier terme a pour effet d’adoucir les
variations dẽΩ(r), mais d’autres expressions ont été utilisées.

On détermine alors lesΩ j qui rendent minimale la valeur deS en résolvant les équations li-
néaires

∂S
∂Ω j

= 0 , j = 1, . . . ,M .

Les résultats obtenus

On connaît depuis longtemps la rotation superficielle du Soleil et on sait que les régions équato-
riales tournent plus rapidement que les régions polaires. Toutefois, on ne parvient pas à obtenir
un accord meilleur que2% entre les différentes observations. L’héliosismologie a permis de
mesurer la vitesse angulaire de rotation en fonction de la profondeur et de la latitude avec une
précision de quelques pourcents dans la zone convective et la partie supérieure du noyau radia-
tif (jusque0,4 R�). Dans la zone convective, la rotation serait fort semblable à ce qu’elle est
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en surface, plus rapide à l’équateur que dans les régions polaires. Sous la zone convective, la
rotation deviendrait uniforme (à la manière d’un solide) à une vitesse angulaire intermédiaire
entre la valeur équatoriale et la valeur polaire. Notre connaissance de la rotation au-dessous de
0,4 R� est assez pauvre, à cause de l’imprécision des données desplitting pour les modes dè
faibles. Il semblerait toutefois que les couches les plus internes tourneraient plus rapidement.

16.2 Détermination de la structure solaire

Les fréquences des pulsations adiabatiques sont déterminées par la distribution de masse et de
Γ1 dans le modèle, c’est-à-dire par les fonctionsρ(r) etΓ1(r). Il est aisé de voir que les autres co-
efficients intervenant dans les équations de pulsation peuvent être déduits de ces deux fonctions.
Au lieu deρ(r) etΓ1(r), on peut choisir deux autres fonctions indépendantes, par exempleρ(r) et
c(r) (vitesse du son). L’expression asymptotique des modesp montre clairement le rôle essen-
tiel joué par la vitesse du son dans la détermination des fréquences de ces modes. Dans ce qui
suit, nous montrons comment les données sismiques permettent d’obtenir des informations sur
la vitesse du son. Le procédé peut être généralisé pour obtenir simultanément des informations
surc(r) etρ(r).

Les fréquences de pulsation dépendent dec(r) d’une façon compliquée, certainement pas li-
néaire. Les procédés développés pour déterminerΩ(r) ne pourront s’appliquer qu’après avoir
linéarisé le problème au voisinage d’un modèle de référence. Explicitons la façon dont la fré-
quence d’un mode donné (nous omettrons les indicesk, l pour simplifier l’écriture) est modifiée
à la suite d’une petite modificationδc(r) de la vitesse du son. On calculeraδσ en omettant les
termes d’ordre supérieur au premier enδc(r). De l’équation

σ2ξ = −Lξ ,
on déduit aisément

δσ

σ
= − (ξ, δL ξ)

2σ2(ξ, ξ)
,

oùδL désigne la correction linéaire enδc(r) apportée à l’opérateurL. On établit aisément

div
−→
ξ =

{
1
r2

d
dr

[
r2a(r)

]
− `(` + 1)

r
b(r)

}
Ỳ m(θ, φ) ,

(ξ, δL ξ) = −2
∫

ρc2
∣∣∣∣div
−→
ξ
∣∣∣∣
2 δc

c
dV

= −2
∫

ρc2

{
1
r

d
dr

(r2a) − `(` + 1)b

}2
δc
c

dr ,

(ξ, ξ) =

∫
ρr2

[
a2 + `(` + 1)b2

]
dr .

Il vient donc
δσ

σ
=

∫
K(r)

δc
c

dr ,

avec

K(r) =

ρc2

{
1
r

d
dr

(r2a) − `(` + 1)b

}2

σ2

∫
ρr2

[
a2 + `(` + 1)b2

]
dr
.
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Finalement, on devra résoudre le système
∫

Ki(r)
δc
c

dr =
σi obs− σi calc

σi calc
≡ wi , i = 1, . . . ,N .

On pourra appliquer les techniques d’inversion linéaire évoquées plus haut. Si c’est nécessaire,
on procèdera à plusieurs cycles de correction.

Les données héliosismiques ont permis de préciser l’épaisseur de la zone convective et la vitesse
du son à l’intérieur du Soleil.

En ce qui concerne les étoiles autres que le Soleil, des données sismiques ont pu être exploitées
pour les étoiles Ap à oscillations rapides, les variablesδ Sct et les naines blanches variables.

16.3 Astérosismologie non adiabatique

Les techniques décrites ci-dessus reposent sur une comparaison entre les fréquences observées
et les fréquences théoriques et celles-ci sont presque indépendantes des effets non adiabatiques.
Mais la photométrie en plusieurs couleurs est capable de mettre en évidence le comportement
fortement non adiabatique des fonctions propres de la pulsation dans l’atmosphère de l’étoile.
L’ajustement des prédictions théoriques aux couleurs observées (rapports d’amplitudes, diffé-
rences de phases) produit des contraintes sur la structure des couches extérieures de l’étoile
(épaisseur de la zone convective, métallicité). L’expressionastérosismologie non adiabatiquea
été forgée pour désigner ce type d’investigation.
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Chapitre 17

Oscillations radiales non linéaires

C’est en général dans les couches superficielles de l’étoile queδr/r, δP/P, δL/L atteignent
les valeurs les plus élevées. Différentes considérations montrent que les effets non linéaires
doivent parfois être pris en considération dans l’étude des oscillations stellaires. Dans les va-
riables de typeδ Cep et RR Lyr,δr/r peut atteindre des valeurs de l’ordre de 5 à 10 % et la
vitesse excéder la vitesse du son. Ces valeurs impliquent des valeurs plus élevées encore pour
δP/P = (4 + ω2)δr/r (ω2 est typiquement compris entre 5 et 15 pour le mode fondamental
ou le premier harmonique). Dans les variables W Vir, des ondes de choc se propagent dans
les couches externes de l’étoile. Les courbes de lumière observées s’écartent parfois considé-
rablement de la forme sinusoïdale prédite par la théorie linéaire. Enfin, dans la théorie linéaire,
les amplitudes croissent ou décroissent exponentiellement au cours du temps. L’observation
d’oscillations d’amplitude finie constante montre bien que des effets non linéaires limitent la
croissance des amplitudes des modes vibrationnellement instables.

Il est commode d’utiliser le formalisme lagrangien. Pour un mouvement radial et en utilisant
l’indice 0 pour désigner l’état initial, l’équation de continuité s’écrit

ρr2 ∂r
∂r0

= ρ0r
2
0.

Nous avons vu que l’équation de Poisson pouvait être intégrée une fois et donnait

∂Φ

∂r
=

Gm
r2
.

A l’aide de ces résultats, on écrit aisément l’équation de mouvement

d2r
dt2

= −Gm
r2
− r2

ρ0r2
0

∂P
∂r0

,

l’équation de conservation de l’énergie

T
dS
dt

= ε − 1

4πρ0r2
0

∂L
∂r0

,
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et l’équation de transfert dans une zone radiative

L = −16πr4acT3

3κρ0r2
0

∂T
∂r0

.

Dans l’approximation adiabatique, les deux dernières équations sont remplacées par

dP
dt

= c2dρ
dt
.

Cette équation s’intègre immédiatement quandΓ1 est constant,

P
P0

=

(
ρ

ρ0

)Γ1

=

(
r2

0

r2∂r/∂r0

)Γ1

.

Le mouvement obéit alors à l’équation

d2r
dt2

= −Gm
r2
− r2

ρ0r2
0

∂

∂r0

P0

(
r2

0

r2∂r/∂r0

)Γ1
 .

Cette équation aux dérivées partielles peut être résolue par séparation des variables dans deux
cas non réalistes
1o ) pour un modèle quelconque siΓ1 = 4/3,
2o ) pour le modèle homogène (ρ0 indépendant der0).

Exercice

Résoudre le problème dans ces deux cas.

17.1 Développement en série

Une des premières méthodes utilisées pour approcher les solutions des équations aux dérivées
partielles non linéaires d’oscillation adiabatique consiste à exprimer la solution sous forme de
série, dont on ne gardera que les termes les plus significatifs. On pose

r = r0(1 + ξ) et ξ =

∞∑

i=0

fi(r0)qi(t),

où on aura choisi soit lesfi(r0) soit lesqi(t) constituant une base orthogonale. Eddington dé-
veloppaitξ en série de Fourier du temps (choix desqi(t)). De cette façon on obtient une suite
d’équations différentielles où lesfi(r0) sont les fonctions inconnues. Dans les travaux plus ré-
cents, on a généralement adopté les fonctions propres du problème linéaire commefi(r0) et on
obtient une suite d’équations différentielles pour lesqi(t). Cette approche est plus générale que
la précédente car elle ne suppose pas à priori une solution périodique. On obtient de cette façon
un problème hamiltonien.
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17.2 Intégration numérique avec conditions initiales

Vers le milieu des années 60, des programmes de calcul non linéaire ont été développés pour
résoudre les équations de l’hydrodynamique sous leur forme lagrangienne (variables indépen-
dantesm et t) et l’équation de transfert dans le cas d’une pulsation radiale. Le modèle stellaire
est divisé en un certain nombre de couches et un pas temporel est choisi. Les équations aux dé-
rivées partielles sont ainsi remplacées par un système d’équations aux différences. L’expérience
a montré que des résultats pouvaient être obtenus pour des modèles possédant une cinquantaine
de couches et en effectuant de l’ordre de 200 pas d’intégration par période. Une configuration
initiale est choisie, par exemple la configuration statique à laquelle on superpose un champ de
vitesse. On suit alors numériquement l’évolution temporelle du système. Le champ de vitesse
initial peut être décrit comme une superposition des différents modes linéaires de pulsation de
l’étoile. Les modes stables sont progressivement amortis et après un certain temps, seuls les
modes vibrationnellement instables subsistent et finissent par atteindre leur amplitude limite.
Cette méthode a ses écueils et ses limites. La discrétisation des équations aux dérivées par-
tielles doit respecter des conditions de stabilité numérique. Pour assurer la stabilité du calcul,
on est obligé d’introduire un certain nombre de contrôles limitant les changements des variables
physiques. On doit introduire une viscosité artificielle (pseudo-viscosité) pour pouvoir suivre
le développement des ondes de choc. L’amortissement des modes transitoires et la stabilisa-
tion de l’amplitude de l’oscillation demande parfois des temps de calcul énormes. Lorsque le
temps d’amplification donné par la théorie linéaire atteint des valeurs de l’ordre de106 périodes,
l’usage de la méthode décrite est exclu.

Les résultats obtenus par ces techniques non linéaires ont confirmé et étendu les résultats de
la théorie linéaire. En particulier, la période est peu modifiée par les termes non linéaires. La
méthode a été utilisée avec succès dans le cas des céphéides et des RR Lyr. Elle a mis en
évidence l’existence d’un cycle limite et reproduit grossièrement les courbes de lumière de ces
variables.

Dans une variante de la méthode précédente, plutôt que d’imposer des conditions initiales, on
recherche directement le cycle limite en imposant des conditions de périodicité. Le gain de
temps de calcul est appréciable mais la méthode est délicate à mettre en oeuvre.

17.3 Pulsations régulières et chaotiques

Les variables des types W Vir, RV Tau et les semi-régulières occupent des régions contiguës du
diagramme HR. Les courbes de lumière des W Vir sont périodiques (la figure 17.1 représente un
cycle de W Vir). Celles des RV Tau présentent assez régulièrement une alternance de minimums
peu profonds et de minimums profonds (figure 17.2). Enfin les courbes de lumières des variables
semi-régulières sont assez irrégulières bien qu’on ait l’impression de discerner une période
(figure 17.3). Ces variables obéissent à une même relation période-luminosité, à condition de
prendre pour période le temps séparant deux minimums successifs, bien que l’usage veuille
qu’on définisse la période d’une RV Tau comme le temps séparant deux minimums profonds
(figure 17.4).

Bien que leurs comportements soient qualitativement différents, ceci amène à rechercher un
cadre commun pour la description de ces variables. Buchler et Kovacs (1987) ont étudié les
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F. 17.1 – Courbe de lumière de W Vir. Hoffmeister, Richter, Wenzel, 1985.

F. 17.2 – Courbes de lumière de deux variables RV Tauri : U Mon (P=92,3 jours) et R Sct
(P=140,2 jours). Petit, 1987.

F. 17.3 – Courbes de lumière de trois variables SRb : AF Cyg (P=94,1 jours), L2 Pup
(P=140,8 jours) et Z UMa (P=196 jours). Petit, 1987.
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F. 17.4 – La relation période-luminosité de variables des types W Vir, RV Tau et de variables
semi-régulières d’amas globulaires. Les périodes sont exprimées en jours et pour les variables
RV Tau, on a utilisé la demi-période. Rosino, 1951.

pulsations non linéaires d’une série de modèles d’enveloppe de type W Vir de températures
effectives décroissantes. L’analyse linéaire de stabilité montre que les modèles de température
effective élevée sont vibrationnellement stables. Ils deviennent instables lorsque la température
effective est abaissée sous 6500 K. Le modèle oscille d’abord avec une période proche de celle
du mode fondamental. Lorsqu’on continue à abaisser la température effective, l’amplitude de
la pulsation croît et la période diffère de plus en plus de la période linéaire. Lorsqu’on abaisse
encore la température, on observe d’abord une pulsation de complexité croissante avec dou-
blements de période successifs. Finalement le comportement devient chaotique. Il semble que
l’attracteur chaotique soit de dimension assez faible (inférieure ou égale à 3). Cette séquence
est illustrée par la figure 17.5.

Il est clair que ce comportement reproduit qualitativement celui qu’on observe dans le dia-
gramme HR, en se déplaçant vers la droite, à travers les zones occupées par les variables W Vir
(cycles simples), RV Tau (doublement de période) et les variables semi-régulières et irrégulières
(chaos).
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